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Peter Junglas

Wie Mathematik die Modellbildung verein-
facht

Auszug. Im Fach “Simulationstechnik” miissen ingenieuerwissenschaftliche, physikali-
sche und mathematische Kenntnisse miteinander verkniipft werden. Es bietet daher die
Gelegenheit, den Studierenden zu zeigen, wie Mathematik ihre konkrete Arbeit erleich-
tert. Dies wird am Verfahren des Physical Modeling demonstriert, das moglich wurde
aufgrund besserer Methoden zur algebraischen Vereinfachung, zur automatischen In-
dexreduktion und Loésung von differentiell-algebraischen Gleichungen.

Simulation einfacher mechanischer Systeme

Die in ingenieuerwissenschaftlichen Anwendungen bisher meistbenutzten
Simulationsprogramme basieren auf der Signalflussmethode. Sie erfordern
das Aufstellen der Bewegungsgleichungen, die dann mit Blockdiagrammen

nachgebildet werden. Fiir das Beispielsystem 1 (Abb. [1)) kénnen die Stu-
denten die Bewegungsgleichung

mi+cxr =0 (1)

in der Regel leicht aufstellen, auch das Beispiel 2, bei dem die Feder
durch eine Reihenschaltung zweier Federn ersetzt ist, bereitet ihnen we-
nig Schwierigkeiten. Grofere Probleme macht meistens das Beispiel 3, die
Reihenschaltung von Feder und Dampfer incl. dufserer Anregung (Abb.
mit der Gleichung

. 1
5 = EF(t)
v = s+%F(t) 2)

OLLL ppi=ny

Abbildung 1: Beispiel 1 Abbildung 2: Beispiel 3
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Sind die Gleichungen erst bekannt, ist das Erstellen eines Modells, etwa mit
dem Programm Simulink [10], kein Problem, das Ergebnis fiir Gleichung

zeigt Abb. [ Das Modell bildet die Differentialgleichung ab, aber von
den urspriinglichen Bausteinen (Masse, Feder) ist nichts mehr zu sehen.

]
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Abbildung 3: Simulink-Modell Abbildung 4: MapleSim-Modell 1

Bei neueren, auf “Physical Modeling” basierenden Systemen, z. B. Maple-
Sim [6], verbindet man dagegen einfach Blécke fiir die mechanischen Bau-
teile miteinander (Abb. [ - [f]), die Bewegungsgleichungen werden daraus
automatisch hergeleitet. Dazu werden eine Menge neuer mathematischer
Methoden benétigt (2], [3]), die im Folgenden vorgestellt werden.
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Abbildung 5: MapleSim-Modell 2 Abbildung 6: MapleSim-Modell 3

Automatische Erzeugung der Bewegungsgleichungen

Zunichst werden fiir jeden Anschluss an einem Baustein mehrere Varia-
blen definiert, in den Beispielen jeweils eine Kraft f und ein Weg s. Diese
Variablen werden in Potenzialvariable (hier: s) und Flussvariable (hier: f)
unterschieden. Letztere sind in der Regel Zeitableitungen von erhaltenen
Grofsen, fiir sie gilt die Konvention, dass sie bei positiven Werten in den
Baustein hinein zeigen.

Alle Bausteine definieren Gleichungen zwischen ihren Anschlussgrofen und
gef. weiteren internen Grofen. Z. B. hat ein Masse-Block mit den An-
schlussvariablen si, fi und so, fo eine interne Grofe v, und erzeugt die
Gleichungen

S1 = S9
59

= fi+fo
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Ein Feder-Block hat keine internen Gréfen, seine Gleichungen sind

fi+fa =0
fo = c(s2—3s1)

Der Einspannungsblock liefert die Gleichung
S1 = 0

Dariiber hinaus werden fiir jeden Verbindungsknoten weitere Gleichungen
generiert: Alle dort zusammenlaufenden Potenzialvariablen haben densel-
ben Wert, die Flussvariablen addieren sich zu 0 [3].

Fiir das Beispiel 1 ergeben sich damit 10 Anschlussgrofen und eine
interne Grofe (Abb. [7)), zwischen denen folgende Beziehungen gelten:

S| = S () =
U = 59 (b) 2 ; 23 gﬁ;
mo, = fi+ fo (c) fot+fz = 0 (i)
fa+fr =0 (d) Sy = S8p (J)
fi = c(s4—s3) (e) fat+fs = 0 (k)
Sy = O (f) ' ’
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Abbildung 7: Grofen im Beispiel 1

Schon fiir dieses einfache System erhélt man 11 Gleichungen, davon zwei
Differentialgleichungen (DGLs) fiir die Zustandsgrofen so und v, sowie 9
algebraische Gleichungen. Fiir ein solches differentiell-algebraisches System
(DAE-System) existiert kein universeller Solver, stattdessen muss es in
ein einfacheres System iiberfithrt werden. Dies ist hier per Hand einfach,
aber bei wesentlich gréfieren Systemen wird dazu ein hinreichend schneller
Algorithmus bendtigt.

Sortierung der Gleichungen mit dem
Tarjan-Algorithmus
Zur Umformung des Systems wird der Tarjan-Algorithmus [9] verwendet,

eigentlich ein Farbe-Verfahren zur Auffindung von Zusammenhangskom-
ponenten in Graphen. Im ersten Schritt wird aus dem Gleichungssystem ein
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bipartiter Graph abgeleitet, bei dem links die Gleichungen stehen, rechts
die Variablen, bei Zustandsgrofen nur deren Ableitungen. Fiir jede Va-
riable, die in einer Gleichung vorkommt, wird eine entsprechende Kante
erzeugt. Das Ergebnis fiir Beispiel 1 zeigt Abb. [§

Nun sollen die Gleichungen numeriert und alle Kanten rot oder blau gefarbt
werden, wobei von jeder Variablen bzw. jeder Gleichung genau eine rote
Kante ausgeht. Dazu sucht man zunéchst Gleichungen, von denen genau ei-
ne ungefiarbte Kante ausgeht. Eine solche Gleichung bekommt die kleinste
unvergebene Nummer, die Kante wird rot gefarbt, alle anderen Kanten der
zugehorigen Variablen blau. Nach einem Durchgang durch die Gleichungen
sucht man unter den Variablen solche mit genau einer ungefarbten Kante.
Diese Kante wird rot gefarbt; die zugehorige Gleichung bekommt die grofste
freie Nummer, die andere Kanten dieser Gleichung werden blau. Nach dem
Durchgang durch die Variablen beginnt man wieder bei den Gleichungen
und iteriert solange, bis der Graph komplett gefiarbt ist oder der Algorith-
mus abbricht, weil es keine einzelnen ungefdarbten Kanten mehr gibt. Das
Ergebnis im Beispiel 1 zeigt Abb. [0, wobei rote Kanten gestrichelt, blaue
gepunktet dargestellt sind.

Abbildung 8: Graph fiir Beispiel 1 Abbildung 9: gefarbter Graph

Schlieflich werden die Gleichungen geméft ihrer Numerierung umsortiert
und jede Gleichung nach der Variablen aufgel6st, die zur roten Kante ge-
hort. Aus den mathematischen Gleichungen werden dabei Zuweisungen im
Programm:
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s1 = s9 (a) o
S fi = c(s4—s3) (e)
20 A
= o= —fi (@)
fi =0 (g fy = —f (i)
s3 = s9 (h) 2T s
.: : U = 2(fi+ f2) (¢)
sy = s5 (j)

Bedenkt man noch, dass fiir die Zustandsgrofen s und v, Anfangswerte
gegeben sind, erkennt man, dass das umgeordnete System eine gewohnliche
DGL darstellt, die von entsprechenden Solvern leicht gelost werden kann.

Algebraische Schleifen

Stellt man fiir das Beispiel 2 (Masse und zwei Federn in Reihe) alle Glei-
chungen auf, die durch die Bausteine und Verbindungsknoten gegeben sind,
erhilt man 15 Gleichungen fiir 2 Zustandsgrofen und 13 algebraische Va-
riablen. Wendet man darauf den Tarjan-Algorithmus an, erhélt man den

Graphen in Abb. [10]

Abbildung 10: Graph fiir Beispiel 2 ~ Abbildung 11: Graph fiir Beispiel 3

Hier ist der Algorithmus abgebrochen, ohne dass alle Kanten gefarbt wur-
den; es bleiben 5 Gleichungen und 5 Variablen iibrig, die alle mehrere un-
gefiarbte Kanten haben. Sortiert man die bereits numerierten Gleichungen
und 16st sie nach den zugehorigen Variablen auf, ergibt sich:
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S1 — S92

FR— fi—css = —cs3 (A) fr = fe

o — 0 fitfo =0 (B fs = —fu

T fe+css = csg (C) fy = —f

fi =0 si—s5 = 0 (D) ? O

S3 1= 89 fi+fs =0 (E) Uy = E(fl"‘fQ)
S¢g — 87

Innerhalb der Zuweisungskette gibt es nun ein System aus 5 Gleichungen
mit 5 Unbekannten, das im allgemeinen (nichtlinearen) Fall etwa mit ei-
nem Newton-Solver gelost werden kann. In der Simulationstechnik spricht
man von einer “algebraische Schleife”, mathematisch handelt es sich um
ein DAE-System vom Index 1. Es ldsst sich von speziellern Solvern (etwa
DASSL [I]) gut 16sen.

In praktischen Anwendungen werden die algebraischen Schleifen oft sehr
grok und konnen tausende Gleichungen umfassen. Normale Newton-Solver
werden dann sehr langsam. Daher sind zur Zerlegung riesiger Schleifen
in kleinere mit sehr viel weniger Variablen spezielle Methoden entwickelt
worden (“Tearing”™Verfahren [4]).

Strukturell singuldre Systeme

Das Feder-Dampfer-System (Beispiel 3) fithrt auf eine neue Art von Pro-
blem. Das Gleichungssystem enthélt 12 Variablen, darunter 2 Zustands-
grofen:

ho= —F(@) (a) it fo =0 (g
fotfs =0 (b) s1 = sz (h)
fz = c(s3—52) (c) fs+fi =0 (i)
fatfs =0 (d) s3 = s1 (j)
fs = 0(85—31) (e) fi+fe = 0 (k)
S¢ — 0 (f) S5 = Sg (1)

Der Tarjan-Algorithmus ergibt, dass von Gleichung (1) nur eine blaue Kan-
te ausgeht (Abb. 1), sie liefert keine Variable. Eine solche Gleichung heift
“Nebenbedingung” (“Constraint”). Solche Systeme heifen “strukturell sin-
guldr”, es handelt sich um DAEs mit Index > 1 (hier: 2), fiir die keine
direkten Solver existieren. Physikalisch ist die Ursache im Beispiel klar:
Die Gleichungen enthalten zwei Zustandsgrofen, das Modell hat aber nur
einen Freiheitsgrad.
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Die Grundidee zur Losung besteht darin, durch Ableiten “geeigneter” Glei-
chungen den Index des Systems auf 1 zu reduzieren. Ein systematisches
Verfahren stammt von Pantelides [§]: Zusétzlich zu den Constraints werden
die im Graphen mit diesen zusammenhidngenden Gleichungen bestimmt
und alle durch ihre Ableitungen ersetzt. Im Beispiel heift dies, dass (f)
und (1) ausgetauscht werden gegen

s = 0 (f)
(

S5 = Sg

Dies liefert die neue Zustandsgroke sg und damit einen verdnderten Gra-
phen, der sich mit Tarjan problemlos farben lésst. Bei hoherem Index muss
man die Methode entsprechend oft iterieren.

Die neuen Gleichungen werfen allerdings auch neue Probleme auf: Da die
Constraints (hier: s = 0) ersetzt wurden, sind sie nur erfiillt, wenn entspre-
chende Anfangsbedingungen gewéhlt werden! Dariiberhinaus sind aufwén-
dige numerische Tricks notig, um die Constraints im Laufe der Rechnung
wenigstens ndherungsweise zu erhalten.

Mit der Methode der Dummy-Ableitungen [7] ldsst sich diese Schwierig-
keit auf elegante Weise umgehen: Die neuen Gleichungen ersetzen die alten
nicht, sondern werden hinzugefiigt. Daduch gibt es jetzt mehr Gleichun-
gen als Unbekannte (hier: 2). Nun werden von den Zustandsgrofen einige
ausgewéhlt (hier: ss, sg) und nicht mehr als Zustandsgrofen aufgefasst.
Konkret heifit dies, dass etwa s; und ds; = s5 als unabhangige Grofen
verwendet werden. Die Variable ds; heifft “Dummy-Ableitung”, ihr Zu-
sammenhang zu s5 ergibt sich nicht a priori, sondern vermoge der ent-
sprechenden Gleichungen. Die Constraints bleiben bestehen, damit sind
sie automatisch erhalten, auch das Problem der Anfangswerte ergibt sich
nebenbei.

Schlussfolgerungen

Dass die Mathematik tatsdchlich praktische Erleichterungen fiir die In-
genieure liefert, ist den Studierenden h&ufig nicht wirklich bewusst. Hier
konnen sie es direkt sehen: Das Simulieren mit Physical Modeling stellt in
vielen Fillen eine deutliche Vereinfachung gegeniiber den herkémmlichen
Methoden dar.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage: Welche Mathematik
braucht ein Maschinenbauer? Angesichts neuer Verfahren miissen die
Mathematik-Curricula immer wieder iiberdacht werden.
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Insbesondere die zunehmende Bedeutung der Simulationstechnik fiihrte in
den letzten Jahren zur Einfiihrung der Numerischen Mathematik in die
Grundausbildung. Dort werden wichtige Algorithmen wie Newtonverfah-
ren oder DGL-Solver behandelt. Die hier vorgestellten speziellen Themen
wie Graphen-Algorithmen oder DAEs gehoren aber eher in die Spezialvor-
lesungen, wo sie im Anwendungskontext beschrieben werden konnen.
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