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Peter Junglas

Sinn und Unsinn der “Iterationsmethode”

Auszug. Ingenieure verwenden zur Losung nichtlinearer Gleichungen héufig Fixpunkt-
Iterationen, ohne sich um Fragen der Konvergenz zu kiimmern. An einigen Beispielen
aus der Thermodynamik wird gezeigt, dass dies nicht immer gerechtfertigt ist. Dagegen
ist das Dekker-Brent-Verfahren hier als universell einsetzbare Methode geeignet. Es
sollte daher in mathematischen Vorlesungen entsprechend vorgestellt und eingesetzt

werden.

Gleichungslosung in der Praxis

In ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen treten héufig nichtlineare
Gleichungen auf, die sich aufgrund komplexer Materialgesetze analytisch
nicht auflosen lassen. In vielen Lehrbiichern (etwa [1], |2]), aber auch in der
Praxis (vgl. [3]) werden solche Gleichungen meistens in die Fixpunktform
x = g(x) gebracht und mit Hilfe einfacher Iterationen gelost, wobei Start-
werte aus der Erfahrung heraus oder mit Hilfe vereinfachter Beziehungen
abgeschéitzt werden.

Diese Methode ist bei Mathematikern beliebt, weil sie auf abstrakte
Réume verallgemeinerbar ist und in wichtigen Beweisen (etwa bei Picard-
Lindelof) verwendet wird. Sie konvergiert aber nur unter strengen Voraus-

setzungen: Notwendig ist bei differenzierbaren Funktionen die Beschrankt-
heit der Ableitung

lg'(=") <1 (1)

am Fixpunkt z*, hinreichend etwa

g'(x)] < g <1 (2)

fiir x aus einem geeignetem Intervall. Diese werden aber in der Praxis nicht
tiberpriift.

[. F. wird anhand einiger Beispiele aus der technischen Thermody-
namik untersucht, ob bzw. wann die typischerweise verwendete Fixpunkt-
[teration konvergiert. Zum Vergleich werden dabei die Gleichungen jeweils
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auch als Nullstellenproblem umformuliert und mit dem Dekker-Brent-
Verfahren [4] gelost, das etwa in Matlab unmittelbar mit Hilfe der fzero-
Funktion verfiighar ist.

Beispiel 1: Endtemperatur bei Warmezufuhr

Einem Koérper der Masse m werde eine Warmemenge () > 0 zugefiihrt,
worauf seine Temperatur von T} auf die gesuchte Endtemperatur 75 steigt.
Die entscheidende Stoffgréfe ist die spezifische Warmekapazitét ¢, (1) als
Funktion der Temperatur 7'. Definiert man noch den Mittelwert @\% von
¢, tber das Intervall [T, T5], erhdlt man 75 aus der Beziehung [I]

Q=me| (Ty—T)) (3)
Zur Losung mit Hilfe der Nullstellensuche definiert man
f(T):=Q—mg|p, (T - Th) (4)

Aufgrund thermodynamischer Stabilitét ist @ﬁl immer positiv. In vielen
Fallen ist es auch monoton mit T steigend, aber das gilt nicht fiir alle
Stoffe. Dagegen ist es immer nach unten beschrénkt: @ﬁl > Cpmin > 0.
Damit kann man leicht zeigen, dass die Nullstellenfunktion f(T) monoton
fallend ist und dass gilt:

Q

m Cpmin

f(11) > 0, f(I + ) <0 (5)

Deswegen tfunktioniert das Dekker-Brent-Verfahren zuverlissig mit dem
A-Priori-Intervall

[Tl,Tl + © } (6)

Cp,min

Bei der Losung mithilfe der Fixpunkt-Iteration wird argumentiert, dass
man ¢, als “naherungsweise konstant” ansieht und nach 75 auflost:

Q

pITy

=: g(T3) (7)

Man beginnt nun mit einem (beliebigen) Startwert fiir 75 und iteriert,
bis der Fehler klein genug wird. Das funktioniert fiir viele Stoffe, aber es
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ist nicht grundsatzlich garantiert. Verwendet man fiir die Wéarmekapazitat
etwa die Funktion

)T) = soere(T), (5)
wobei cp. die Werte fiir Eisen sind, divergiert die Iteration explizit. Leider
ist dem Autor kein Material bekannt, bei dem es direkt divergiert, aber
das konstruierte Beispiel zeigt, dass an der allgemeinen Konvergenz des
“Iterationsverfahrens” hier zumindest starke Zweifel angebracht sind.

Beispiel 2: Druckabfall bei turbulenter Rohrstromung

Zur Berechnung des Druckabfalls bei der Strémung durch ein kreisrun-
des Rohr formuliert man das Problem zunéchst um, indem man die in-
teressierenden Grofen durch dimensionslose Kennzahlen ersetzt, namlich
die Reynoldszahl Re, die relative Wandrauheit &, und die Rohrreibungs-
zahl A. Gesucht ist dann der Zusammenhang A(Re, k). Fiir turbulente
Stromungen (Re > 2300) verwendet man als Ndherungsformel hiufig die
Colebrook-Beziehung [5]:

1 k 2.51
5= =2 (5 + o) 9
e (3.71 Rev: ©)
Die Losung tiber Nullstellensuche funktioniert problemlos, wobei physika-
lisch sinnvolle Randbedingungen auch ein A-priori-Intervall liefern. Statt-

dessen wird aber iiblicherweise wieder eine Fixpunkt-Iteration verwendet
mit der naheliegenden Iterationsfunktion

o[ )]

Numerische Untersuchungen zeigen, dass |¢'(A)| < 1 gilt aufer fiir sehr
kleine Werte von A. Die Iteration konvergiert hier aber sogar fiir sehr kleine
Startwerte, weil dann die erste Iteration in das Attraktionsintervall hinein
fithrt.
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Beispiel 3: Vermischung feuchter Luftstrome

In der Klimatechnik untersucht man die Mischung zweier Luftstrome mit
Temperaturen ¢; und relativen Feuchten ¢; (i — 1,2) [1|. Das Verhéltnis
der Massenstrome q := iy /mo sei bekannnt, ebenso wie der konstante
Umgebungsdruck py. Gesucht sind dann Temperatur 3 und relative Feuch-
te @3 der Mischluft. Der die algebraische Auflésung verhindernde Faktor
ist hier die Dampfdruckkurve pg(t) des Wassers, die den Zusammenhang
zwischen Siedetemperatur und Druck angibt. Sie wird in der Regel durch
eine an Messwerte angepasste Fitfunktion definiert.

Zur Losung geht man von den anschaulichen, aber unpraktischen
Grofen ¢t und ¢ iber zu den Grofen x (Feuchtegehalt) und hyy, (spezi-
fische Enthalpie). Dazu ermittelt man zunéchst die Feuchtegehalte z; der
Eingangsstrome mit

mr My, po — ¢ps(t)

x(tv gp) =

Aufserdem definiert man noch den Séttigungswert

vs(t) = a(t, 1), (12)

der den Feuchtegehalt bei ¢ = 1, also 100 % Luftfeuchtigkeit, angibt.
Ist © > x4, wird Wasser kondensieren und sich Nebel bilden (Sattigung).
Bei der Berechnung der spezifischen Enthalpie muss man den Fall der
Sattigung extra behandeln:

hisa(tz) = cprt+x(reec +cppt) |z < zg(t)
TEAD cprt+xs(t)(roec +cppt) + (x —x5(t))cpwt |z > xg(t)
(13)

Alle in den Gleichungen und auftretenden Grofen, die hier nicht
definiert wurden, sind bekannte Stoftfkonstanten.

Mit Hilfe von Massen- und Energieerhaltung kann man nun leicht
die Groken xz und hj, 3 der Mischung bestimmen,

_qrt qhigen + Nigeo

, = : 14
1+ ¢ 14,3 T4 (14)

L3

um schlieRlich die Mischtemperatur t3 zu erhalten, indem man inver-
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tiert:

hiyo(ts, 3) = hitas (15)

Dies ist fiir x < x4 leicht analytisch moglich, im Séttigungsfall aber nur
numerisch. Die Schwierigkeit, dass man ¢3 schon kennen muss, um zu wis-
sen, welchen der beiden Zweige man braucht, 10st man einfach “mit der
Brechstange” Man wéhlt zunachst den einfachen oberen Zweig und priift,
ob das Ergebnis die Bedingung erfiillt. Ist dies nicht der Fall, muss man
sich an den schwierigeren unteren Zweig machen.

Eine Losung iiber Nullstellensuche gelingt hier vollig problemlos: Die
Nullstellenfunktion ist monoton und ein A-priori-Intervall ist immer [tq, t5].
Fiir eine Umformung als Fixpunkt-Iteration ginge man iiblicher Weise wie
folgt vor: Man nimmt die “schwierige” Funktion x4(t) als konstant an und
16st dann nach t auf. Dies ergibt die Fixpunktfunktion

(16)

g(t) — h1+$,3 - ':US(t)TOOC
cpr +s(t)epp + (x5 — xs(t))cpw

Numerische Versuche ergeben nun, dass die Iteration divergiert, selbst bei
sehr guten Startwerten. Das ist nicht erstaunlich, denn es gilt |¢/| > 1
am Fixpunkt. Auch weitere Versuche des Autors, in einfacher Weise eine
Fixpunktgleichung zu erzeugen, fiihrten zu divergenten Iterationen.

In Lehrbiichern ist die Mischung feuchter Luftstrome ein wichtiges
Standardproblem, das mit Beispielen und Aufgaben vorgestellt wird. Da-
bei wird allerdings der Sattigungsfall nie durchgerechnet, selbst wenn er
als wichtige Anwendung besprochen wird (wie in [0]). Stattdessen wird auf
graphische Verfahren ausgewichen. Anscheinend gehen die Autoren davon
aus, dass man nur Losungsverfahren prasentieren kann, die sich mit einfa-
chen Taschenrechnern nachvollziehen lassen. Dies ist sicher kein zeitgema-
fler Ansatz mehr und miisste auch im Hinblock auf Praxisndhe dringend
korrigiert werden.

Schlussfolgerungen

Die Beispiele zeigen, dass die Nutzung von Fixpunkt-Iterationen als Lo-
sungsverfahren fiir typische Fragestellungen der Thermodynamik eine un-
sichere Sache ist: Haufig konvergieren sie nur unter bestimmten Annahmen
oder nur mit Hilfe besonderer Tricks. In allen betrachteten Féllen lassen
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sich dagegen die Gleichungen direkt mit dem Dekker-Brent-Vertahren 16-
sen, wobei sogar sichere A-priori-Intervalle angegeben werden konnen.

In Praxisprojekten erwies es sich als schwierig, die Anwender von
den “neuen”, ungewohnten Verfahren zu iiberzeugen. Sie bevorzugten ver-
trautere Fixpunkt-Iterationen, zum Teil mit komplizierten verschachtelten
Schleifen, die nur nach trickreichen Umformungen konvergierten. Der Ein-
satz von fzero machte die Programme deutlich einfacher und fiihrte be-
weisbar zur Losung, wurde aber dennoch abgelehnt mit dem Hinweis auf
[3], das anscheinend geradezu gesetzméfigen Charakter hat.

Hier muss in der Mathematik-Ausbildung rechtzeitig gegengesteuert
werden, indem man sich auf sichere und einfach anwendbare Verfahren
fokussiert, die dann in den Anwendungsfiachern verwendet werden sollten -
auch wenn man als Mathematiker dabei auf liebgewonnene Steckenpferde
verzichten muss!
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