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Beispiel ABS-System
Aufgabe: 

Entwicklung der Steuerung eines ABS-Systems 
Vorgehensweise: 

1. Modell im Rechner 
Erstellen eines Modells, z.B. mit Simulink 
Testen und Optimieren des modellierten Verfahrens 

2. Programmieren eines Controller-Chips 
Übertragen des Modells in ein Controller-Programm 
Testen des Controllers mit Signalanalyse-Werkzeugen 
Eingänge bekommen vorberechnete Signale 
Ausgänge werden untersucht 
Unterschiede zu 1 

andere Programmierung •z.B. Assembler statt Simulink‚ 
andere Signaltypen, z.B. Festkommazahlen 

3. Testen des Controllers in einem Hardware-Versuchsstand 
Eingänge kommen von Sensoren eines Teststands 
Ausgänge gehen zu den Bremsen im Teststand 
Unterschiede zu 2: 

reales Verhalten im Stand anders als in 1 und 2 simuliert 
häufig auch Zusammenfassung von 1 + 3: 

Rechnermodell direkt an Hardware gekoppelt 
"Hardware in the Loop"-Simulation 
Erstellen eines Controller-Programms aus dem Modell z.T. automatisch 

4. Testen des Controllers im Fahrzeug unter echten Fahrbedingungen 
Controller in Zielfahrzeug eingebaut 
Eingangssignale stammen aus realer Fahrzeug-Umgebung 
Ausgangssignale steuern echtes Fahrverhalten 
Unterschiede zu 3: 

reale Fahrbedingungen anders als im Stand

5



Begriffs-Definitionen
System: 

Menge von Objekten und ihren Wechselwirkungen, sowohl untereinander als auch mit der
Außenwelt 
Beispiele 

ein Molekül 
ein Stoßdämpfer 
ein Fahrzeug 
der Straßenverkehr einer Stadt 
der internationale Warenverkehr 

bei technischen Systemen häufig durch einen speziellen Systemzweck gegeben 
im Beispiel 

der Controller in Wechselwirkung mit dem Fahrzeug 
das Fahrzeug incl. Controller in Wechselwirkung mit der Umgebung 

Modell: 
Ersatz für das eigentlich interessierende System •Zielsystem‚ 

vereinfacht/abstrahiert 
"unwesentliche" Eigenschaften werden weggelassen 
einer genaueren Untersuchung zugänglich 

Beispiele 
verkleinertes Modell der äußeren Form für Windkanal-Untersuchung 
elektronisches System zur Nachbildung von Schwingungssystemen •Analogrechner‚ 
Computerprogramm mit "analogem" Verhalten 
mathematische Gleichungen, deren Lösungen dem Modellverhalten entsprechen 

Unterschied zwischen Modell und Zielsystem unvermeidlich •Modellierungsfehler‚ 
häufig Hierarchie von Modellen, z.B. 

System = reales Federpendel 
mathematisches Modell: Bewegungsgleichungen •incl. Luftströmung etc.‚ 
vereinfachtes Modell: Differentialgleichung •DGL‚ des mathematischen Pendels 
numerisches Modell: Beschreibung der DGL im Computer, z.B. mit Simulink 

im Eingangs-Beispiel 
Zielsystem: reales Fahrzeug incl. Controller in realer Umgebung 
im Teststand: Umgebung ersetzt durch Testbedingungen 
in Controller-Testumgebung: Fahrzeug und Umgebung ersetzt durch
elektronische Signale 
in Simulink: Controller und Umgebung ersetzt durch System aus
Funktionsblöcken 
innerhalb der Simulink-Simulation: Simulink-Diagramm ersetzt durch DGL 
zur Lösung der Simulation: DGL diskretisiert 

Simulation: 
Experimentieren mit Modellen von Systemen 
Gründe für Übergang zu Modell z.B. 

billiger, ungefährlicher 
Zielsystem nicht mehr oder noch nicht verfügbar 
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Messungen am Zielsystem schwierig 
Zielsystem nicht Experimenten zugänglich 

Ziele 
Verständnis der Eigenschaften bzw. des Verhaltens eines Systems 
Bestimmung von Parametern des Systems •Systemidentifikation‚ 
Verbesserung gewisser Systemeigenschaften •Systemoptimierung‚ 
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Eigenschaften von Systemen
Dynamische Systeme: 

charakterisiert durch zeitabhängige Größen 
kontinuierlich 

Werte ändern sich grundsätzlich zu jedem Zeitpunkt 
z.B. Fahrzeugschwingungen 
häufig durch DGLs beschrieben 

diskret 
Werte ändern sich nur zu •endlich vielen‚ Zeitpunkten 
z.B. Zahl der Studenten in einem Kurs 
häufig durch Entwicklungsgleichungen beschrieben 

ereignisgesteuert 
Zeitpunkte der Änderungen nicht von vornherein bekannt 

Mischformen aus kontinuierlich und diskret 
Ereignisse ergeben sich aus Werten kontinuierlicher Zustandsgrößen 
z.B. hüpfender Ball oder Haft-/Gleitreibung 

Zustandsgrößen: 
Menge von zeitabhängigen, voneinander unabhängigen Größen, die die zeitliche
Entwicklung eines Systems festlegen 
können nach außen sichtbar •Verhaltensgrößen‚ oder unsichtbar sein 
Beispiel Mathematisches Fadenpendel 

Zustandsgrößen Ort und Geschwindigkeit des Pendels 
beide sichtbar 

Beispiel Hydraulikzylinder 
Zustandsgröße Auslenkung nach außen sichtbar 
Zustandsgröße Innendruck meistens unsichtbar 

bei DGLs 
unbekannte Zeitfunktionen liefern eine Zustandsgröße pro Ableitung 
Anfangswerte für die DGL  Werte aller Zustandsgrößen zur Zeit t = 0 

Verteilte Systeme: 
Systeme mit unendlich vielen Zustandsgrößen 
Zustandsgrößen hängen in der Regel vom Ort ab •"Felder"‚ 
Beispiele 

Temperaturverteilung 
elektromagnetische Felder 
Spannungen oder Dehnungen in einem elastischen Material 

werden meistens durch partielle DGLs beschrieben 
numerische Lösungen wesentlich aufwändiger 
wichtiges Verfahren: Finite-Elemente-Methode 
hier nicht weiter behandelt

8



Erste Schritte mit Simulink
Grundlagen 
Schwebung - ein erstes Beispiel 
Integrieren 
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Grundlagen
Simulink: 

Software-Paket zur Simulation dynamischer Systeme 
kontinierliche Systeme 
zeitdiskrete Systeme 
Mischformen 

Modellerstellung mit der Maus 
Blöcke aus einer Blockbibliothek holen 
mit Signalleitungen verbinden 

Zusatzpaket zu Matlab 
basiert intern auf Matlab-Funktionen 
kann ohne Matlab-Kenntnisse verwendet werden 
erweiterte Möglichkeiten durch Matlab-Funktionen 

ausführliche Online-Hilfe 
erhältlich bei Firma The MathWorks 

Blockbibliothek: 
Vielzahl vordefinierter Blöcke 

Signalverarbeitung, Eingabe, Ausgabe 
linear oder nichtlinear 
kontinuierlich oder diskret 

selbstdefinierte Blöcke 
aus anderen Blöcken zusammengesetzt 
mit Matlabfunktionen definiert 
in C++ oder Fortran programmiert 

Funktionsweise von Simulink: 
Graphische Beschreibung des Modells •Benutzer‚ 
Gleichungen für Zustandsgrößen ableiten •Simulink‚ 
Gleichungen lösen •integrieren‚ •Simulink‚ 
Ergebnisse graphisch darstellen •Simulink/Benutzer‚ 

Starten von Simulink: 
Matlab starten 
Eingabe am Matlab-Prompt 

>> simulink 
Blockbibliothek erscheint 
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Doppelklick auf ein Symbol öffnet entsprechende Blocksammlung, z.B. Sources
•Signalquellen  Eingaben‚ 

Menüpunkt File/New/Model öffnet Fenster mit leerem Arbeitsblatt 
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Schwebung - ein erstes Beispiel
Modell: 

Überlagerung •Addition‚ zweier Sinusschwingungen verschiedener Frequenz 
einfacher linearer Aufbau 

Eingabe •2 Sinusgeneratoren‚ 
Verarbeitung •Addition der Signale‚ 
Ausgabe •Anzeige im Oszilloskop‚ 

Erwartung: 
auf- und abschwellende Schwingung •Schwebung‚ 

Aufbau: 
benötigte Blöcke mit der Maus aus der Blockbibliothek holen 

zweimal Block Sine Wave aus Sources •erzeugt Sinussignal‚ 
Block Sum aus Math •addiert Eingänge‚ 
Block Scope aus Sinks •zeigt Signal graphisch an‚ 

Anordnung etwa 

Ausgänge und Eingänge folgendermaßen verbinden 

Doppelklick auf einen Sine Wave-Block öffnet Parameterfenster 
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Frequenz •Frequency‚ auf 1.1 ändern 
mit Klick auf Ok Wert übernehmen 

Doppelklick auf Scope-Block öffnet das Oszilloskop-Fenster 

Simulation: 
Simulation starten mit Menüpunkt Simulation/Start 
stoppt von selbst nach 10 s Simulationszeit 
Ergebnis im Oszilloskop 
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Verlängerung des Simulationszeitraums unter Simulation/Simulation Parameters 

Stop Time auf 100 erhöhen, mit Ok bestätigen und erneut starten ®  

Interpretation der Ergebnisse: 
grundsätzlicher Verlauf •Schwebung‚ zu erkennen 
völlig unerwarteter zackiger Verlauf 
Ursache: zu wenige Ausgabewerte für glatte Zeichnung 
Verbessern: Refine Factor bei Simulations-Parametern auf 10 erhöhen ®  
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optimale Anpassung der Oszilloskops-Skala durch Klick auf Autoscale •  ‚ ®  

Speichern der Skala für folgende Läufe mit 
Ausgabe von Ergebnissen: 

im Osci-Block 

Klick auf Parameters •  ‚ öffnet Parameter-Fenster 

Karteikarte Data history wählen 
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Klick auf Save data to workspace 
beim nächsten Lauf angezeigte Kurve als Scope Data in Matlab verfügbar 

in Matlab-Workspace 
Block To Workspace aus Sinks holen 
mit Ausgang des Sum-Blocks verbinden 
dazu Abzweigung der Leitung mit Maus bei gedrückter Control-Taste 

beim nächsten Lauf Daten als simout in Matlab verfügbar 
in Datei 

alternativ Block To File aus Sinks mit Ausgang des Sum-Blocks verbinden 
Doppelklick darauf ®  Parameterfenster 

Filename ändern auf schwebung.mat 
Blockgröße durch Ziehen an den Ecken anpassen 
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beim nächsten Lauf Daten in Datei schwebung.mat abgespeichert 
fertiges Modell zum Download 
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Integrieren
Integration einer Zeitfunktion: 

Ausgangspunkt ist folgendes Modell 

Block Constant aus Source 
Block Integrator aus Continous 

Download 
Starten ergibt •nach Autoscale des Osci-Blocks‚ 

Funktionsweise 
Constant gibt immer konstanten Wert 1 ab 
Integrator integriert die Eingangsfunktion 
Ergebnis: lineare Anstieg mit Steigung 1 

Änderung der Konstanten im Parameterfenster 
Integrationskonstante 

durch Anfangsbedingung des Integrators gegeben 
Standardwert 0 
wird im Parameterfenster gesetzt 
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Ergebnis bei Konstante = 3 und Anfangsbedingung = 10 

Aufgaben: 
Aufgabe 1 
Aufgabe 2 
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Modellierung eindimensionaler Systeme
Lösung der logistischen Differentialgleichung: 

Zustandsgröße: Anzahl von Individuen N•t‚ 
Wachstumsrate proportional zur Anzahl der Individuen 

beschreibt z.B. Wachstum bei unbeschränkten Ressourcen 
Simulink-Modell für l  = 1 

Download 
Funktionsweise 

am Eingang des Integrators liege 
am Ausgang ist dann N •als Integral von  ‚ 
die Schleife erzwingt N = 

Start ®  Ergebnis ist 0 wegen Anfangswert 0 
Anfangswert der Gleichung 

N•0‚ = 10 
in Integrator eintragen ®  

exponentielles Wachstum 
Warum nicht mit Differentiator: 

jedes Signal hat Rauschen 
kleine schnelle Schwankungen 
in Simulink aus Rechenungenauigkeiten •endlich viele Stellen!‚ 

Integration numerisch viel stabiler als Differentiation 
Differenzieren ®  Schwankungen geben wilde Zacken 
Integrieren ®  Schwankungen mitteln sich weg 

Simulation des harmonischen Oszillators: 
Bewegungsgleichung gegeben durch 

Vorgehensweise 
Signal x festlegen 
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Integrator davor ®  am Eingang liegt 
Integrator vor  ®  am Eingang liegt 
durch geeignete Schleife Differentialgleichung zusammenbauen 

Modell insgesamt 

jeder Integrator liefert Zustandsgröße mit entsprechendem Anfangswert 
einige Verschönerungen 

Block Gain gespiegelt mit Format/Flip block 
Name des Gain-Blocks geändert durch Anklicken und Ändern 
Bezeichnungen •Annotations‚ x, x', x'' hinzugefügt durch Doppelklick und Eintippen 

Download 
Ergebnis bei x0  = 3 

Van-der-Pool-Generator: 
Modell für einen elektronischen Oszillator 
Grundgleichung 

Modell 

Ergebnis bei m = 10 
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Ergebnis bei m = 650 

Rechenzeit 
steigt mit m stark an 
für m = 10 etwa 0.7 s •auf 1800 MHz-PC‚ 
für m = 650 etwa 31.9 s bei gleichem simulierten Zeitintervall 

Ursache: Lösung hat unterschiedlich große Zeitskalen 
Periode der Schwingung » 1000 s 
Zeit für den plötzlichen Anstieg » 0.03 s 
schnelle Bewegungen mitteln sich fast immer weg 
müssen vom Lösungsverfahren immer genau berechnet werden 

solche Probleme heißen steif 
Abhilfe: spezielle Lösungsverfahren •Solver‚ für steife Systeme 
Download 

Aufgaben: 
Aufgabe 3 
Aufgabe 4 
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Basiselemente von Matlab
Grundfunktionen von Matlab 
Vektoren 
Matrizen 
Lösen von Gleichungen

23



Grundfunktionen von Matlab
Bedienung: 

graphische Oberfläche mit mehreren Unter-Fenstern 

Kommandofenster zur Eingabe von Matlab-Befehlen am Prompt >> 
Fenster mit den letzten Befehlen •Command History‚ 
Fenster mit wichtigen Hinweisen und Spezialfunktionen •Launch Pad‚ 

Hilfe: 
Informationen zu einer Funktion 

>> help NAME 
Fenster mit Informationen zu den wichtigsten Funktionen, nach Sachgruppen gegliedert 

>> helpwin 
viele komplette Beispiele 

>> demo 
Help-Menü 

öffnet Help-Fenster mit Suchfunktionen 
enthält u.a. alle Handbücher•70 cm im Regal!‚ 

Matlab als Taschenrechner: 
Zahlen und Operationen direkt eingeben 

>> 12.567 * 31.34 / •17 + 4‚ - 1.88e1

ans =

      -0.0452
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die üblichen Operatoren + - * / ^ •"hoch"‚ 
alle gängigen Funktionen und viele mehr, z.B. 

sqrt, exp, log, log10 
sin, cos, tan, asin, acos, atan 
sinh, cosh, atanh, ... 
rem, floor, ceil 
pi 

Wiederholung mit "Pfeiltaste rauf" 
Genauigkeit: 

Anzeige 
Standard: 4 Nachkommastellen bzw. e-Notation 
alle Dezimalen mit 
>> format long 

normalerweise mit double-Zahlen 
"fast" 16 Dezimalen 
Exponent bis ±308 

daher rechnertypische Fehler 

>> 1 - 5 * 0.2

ans =

     0

>> 1 - 0.2 - 0.2 - 0.2 - 0.2 - 0.2

ans =

     5.551115123125783e-17
                

Variablen: 
"Speicher" mit Namen 

>> g = 9.81

g =

    9.8100
                

Namen aus Buchstaben, Zahlen und Unterstrich _ 
Klein- und Großbuchstaben verschieden 
Unterdrücken der Ausgabe mit abschließendem ; 
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>> T = 0.3;
>> omega = 2*pi/T;
>> t = 2.75;
>> a = 1.3;
>> x = a*sin•omega*t‚

x =

    1.1258
                

Variable ans für unbenannte Ergebnisse 
Liste aller Variablen 

>> whos
  Name        Size         Bytes  Class

  T           1x1              8  double array
  a           1x1              8  double array
  ans         1x1              8  double array
  b           1x1              8  double array
  g           1x1              8  double array
  omega       1x1              8  double array
  t           1x1              8  double array
  x           1x1              8  double array

Grand total is 8 elements using 64 bytes
                

Löschen aller Werte •und Freigabe des Speichers‚ mit 
>> clear all 
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Vektoren
Grundoperationen mit Vektoren: 

Folge von Zahlen, eingegeben als 

>> a = [1 2 3 4 5 6]

a =

     1     2     3     4     5     6

einfache Addition, Subtraktion, Verknüpfung mit Zahlen 

>> b = 2*a - 1

b =

     1     3     5     7     9    11

viele Standardfunktionen arbeiten elementweise mit Vektoren 

>> c = log•b‚

c =

         0    1.0986    1.6094    1.9459    2.1972    2.3979

elementweise Multiplikation, Division und Potenz mit .*, ./, .^ 

>> a.^3

ans =

     1     8    27    64   125   216

Vektor-Operationen: 
viele spezielle Funktionen, z.B. 

max größter Wert 

min kleinster Wert 

sum Summe aller Werte 

mean Mittelwert 

std Standard-Abweichung 

sort sortierter Vektor 
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Umwandlung von Zeilenvektor in Spaltenvektor •Transposition‚ 

>> a'

ans =

     1
     2
     3
     4
     5
     6

Skalarprodukt = •Matrix-‚Produkt von Zeilenvektor mit Spaltenvektor 

>> b * a'

ans =

   161

Teile von Vektoren auswählen: 
einzelnes Element mit Klammern 

>> a•3‚

ans =

     3

Elemente i bis j mit i:j 

>> a•3:5‚

ans =

     3     4     5

bis zum Schluss mit end 

>> a•4:end‚

ans =

     4     5     6

nur jedes k-te Element mit i:k:j 

>>  a•1:2:6‚

ans =

     1     3     5
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i:k:j ist selbst ein Vektor •sogar mit Dezimalzahlen‚ 

>> 1:0.4:3

ans =

    1.0000    1.4000    1.8000    2.2000    2.6000    3.0000

Plotten von Vektoren: 
einfach mit plot 

>> plot•a.*a‚ 

mit zwei Vektoren als x- und y-Koordinaten 

>> t = 0:0.1:4*pi;
>> y = sin•t‚;
>> plot•t,y‚ 
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auch mehrere Vektoren möglich, jeweils als x- und y-Koordinaten 

>> y2 = 0.5*log•t‚;
Warning: Log of zero.
>> y3 = exp•-0.1*t.*t‚;
>> plot•t, y, t, y2, t, y3‚

zahllose Optionen und weitere Funktionen, s. help plot 
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>> plot•t, y, 'bo', t, y2, 'k-', t, y3, 'r-.'‚
>> title•'Meine Lieblingsfunktionen'‚
>> xlabel•'Zeit'‚;
>> ylabel•'Amplitude'‚;
>> legend•'Sinus', 'Logarithmus', 'Glocke'‚;
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Matrizen
Grundfunktionen: 

rechteckiges Zahlenschema, eingeben mit 

>> a = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9; 10 11 12]

a =

     1     2     3
     4     5     6
     7     8     9
    10    11    12

elementweise Funktionen wie bei Vektoren 
erster Index ist Zeilenindex 

>> a•2,3‚

ans =

     6

Auswahlfunktionen wie bei Vektoren 

>> a•3:4, 2:3‚

ans =

     8     9
    11    12

Auswahl ganzer Zeilen oder Spalten mit : 

>> a•3,:‚

ans =

     7     8     9

>> a•:,2‚

ans =

     2
     5
     8
    11

Multiplikation von Matrizen untereinander und mit Vektoren 

32



>> a = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9];
>> b = [0 1 2; -1 0 1; -2 -1 0];
>> v = [2 0 -1]'

v =

     2
     0
    -1

>> a*v

ans =

    -1
     2
     5

>> a*b

ans =

    -8    -2     4
   -17    -2    13
   -26    -2    22

nicht verwechseln mit elementweiser •"punktweiser"‚ Multiplikation 

>> a .* b

ans =

   0  2 6
  -4  0 6
 -14 -8 0

Vektorfunktionen auf Matrizen liefern Vektoren 

>> sum•a‚

ans =

    12    15    18

Einige Matrixfunktionen: 
Transposition 

>> a'

ans =

     1     4     7
     2     5     8
     3     6     9

Matrizen aus Nullen oder aus Einsen 
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>> zeros•2,2‚

ans =

     0     0
     0     0

>> ones•2,2‚

ans =

     1     1
     1     1

Matrizen aus Zufallszahlen zwischen 0 und 1 

>> rand•3,3‚

ans =

    0.7680    0.7889    0.2140
    0.9708    0.4387    0.6435
    0.9901    0.4983    0.3200

Ein- und Ausgabe: 
alle aktuellen Variablen abspeichern •in Datei matlab.mat‚ 

>> save 
wieder einladen mit 

>> load 
abspeichern der Matrix a in ASCII-Format in Datei juhu.dat 

>> save -ascii 'juhu.dat' a 
einladen 

>> load -ascii 'juhu.dat' 
liefert Ergebnis in Matrix juhu 

viele Funktionen für ausgefeilte Formatierungen 
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Lösen von Gleichungen
Lineare Gleichungssysteme: 

betrachten Beispiel 

in Matrixform 
A x = r 

wobei 

Lösung in Matlab: 
für das Beispielsystem 

>> A = [2 -1 3; 4 -2 1; 0 3 1]

A =

     2    -1     3
     4    -2     1
     0     3     1

 
>> r = [1 5 -3]'

r =

     1
     5
    -3

>> x = A € r

x =

    1.0000
   -0.8000
   -0.6000

Probe: 
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>> A*x - r

ans =

   1.0e-15 *

   -0.3331
         0
         0

und genauso auch z.B. für ein 1000x1000-System 

>> A=rand•1000‚; 
>> r = rand•1000,1‚;
>> x = A € r;

Lösung braucht etwa 10 s auf 450 MHz-PC 
Probe 

>> error = max•abs•A*x-r‚‚ 

error =

   2.0761e-13

Lösung "beliebiger" Gleichungen: 
Beispiel: Löse die Gleichung 

Umformulierung: Finde Nullstellen der Funktion 

Funktion fzero braucht als Argumente Funktion und Startwert 
Funktion in eigener Datei meinfunk.m definieren 

function y = meinfunk•x‚y = sin•x‚ - exp•-0.05*x.^2‚;

beachten: 
Operationen punktweise, für mögliche Matrix-Argumente 
Name der Datei = Name der Funktion + ".m" 

irgendeinen •?‚ Startwert nehmen und ab geht's 

>> x0 = 0;
>> x = fzero•@meinfunk, x0‚

x =

    1.1968

andere Startwerte liefern andere Lösungen 
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x0 x 

0 1.1968 

1 1.1968 

2 2.2537 

3 2.2537 

4 2.2537 

5 6.4116 

wieviele Lösungen gibt es überhaupt? 
graphisch Überblick gewinnen 

>> x = -15:0.1:15;
>> y = meinfunk•x‚;>> plot•x, y, [-15 15], [0 0]‚

damit Struktur der Lösungsmenge und gute Startwerte für fzero 
Aufgaben: 

Aufgabe 5 

37



Numerische Integrationsverfahren
Problemstellung 
Einfache explizite Verfahren 
Steife Systeme und implizite Verfahren 
Solver in Matlab und Simulink
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Problemstellung
Beispiele für Differentialgleichungen: 

radioaktiver Zerfall 
Anzahl N der Kerne mit Zerfallskonstante l  

radioaktive Zerfallskette 
Teilchensorte 1 zerfällt in Sorte 2 mit l 1  

Sorte 2 zerfällt weiter mit l 2  

angeregte Schwingung mit viskoser Reibung 
Masse m schwingt an Feder mit Federkonstante c 
Reibung ist proportional zur Geschwindigkeit v 
äußere zeitabhängige Erregerkraft F•t‚ 

Grundform der Anfangswert-Aufgabe: 
finde Funktion x•t‚ mit 

und Anfangsbedingung 

für Beispiel "radioaktiver Zerfall" 
f•t, x‚ = - l  x 

im Beispiel "zweidimensionale Zerfallskette" 2d-Vektor einführen 

damit 

im Beispiel "angeregte Schwingung" Gleichung nach höchster Ableitung
auflösen 

niedrigere Ableitungen als zusätzliche Variable einführen 

damit alles mit ersten Ableitungen schreibbar 
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also auch hier Grundform mit 

Lösungsverfahren: 
große Anzahl hochkomplizierter Methoden 
für verschiedene Anwendungsfälle optimiert 
ausgiebige mathematische Literatur •vgl. z.B. [9, 10, 11]‚ 
i.f. einfache Basismethoden 
in Matlab und Simulink große Anzahl von Solvern 

Aufgaben 
Aufgabe 6 
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Einfache explizite Verfahren
Euler-Verfahren: 

schrittweise von einem Punkt x•t‚ zu einem nächsten x•t + h‚ vorantasten 
für kleine Schrittweite h gilt in linearer Näherung 

Genauigkeit eines Schritts also 1. Ordnung in h 
im Beispiel "radioaktiver Zerfall" 

schrittweise also 

graphisch für verschiedene Schrittweite 

als universell verwendbare Matlab-Funktion euler1 
Quelle euler1.m 
Anwendung z.B. für Funktion radioaktiv.m 

[t, x] = euler1•@radioaktiv, [0 60], [10000], 1.0‚; 
plot•t, x‚

Euler mehrdimensional: 
Beispiel radiokette.m ®  liefert 2d-Vektor 
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Modifikation von euler1: 
Startwert x0 ist ein Vektor von Anfangswerten 
Lösung x ist eine Matrix mit zwei Spalten 

fertiges Matlab-Skript: euler.m 
Anwenden bei Radiokette 

[t, x] = euler•@radiokette, [0 100], [10000 0], 1.0‚;
plot•t, x‚;
axis•[0 100 0 10000]‚;

Methode von Heun: 
Verbesserung der Genauigkeit durch Mittelwert über mehrere Steigungen 
Mittelwert über Steigung k1  bei x und k2  bei x+h 

Steigung k1  wie bei Euler direkt aus der Gleichung 

Steigung k2  bei t+h geschätzt mit Eulerschritt 

Implementierung in Matlab: heun.m 
Vergleich der Genauigkeit im Beispiel Radiokette 

[t, x] = euler•@radiokette, tSpan, N0, h‚;
[t1, x1] = heun•@radiokette, tSpan, N0, h‚;

liefert 
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Genauigkeit des Heun-Verfahrens: 
Taylorreihe für x•t+h‚ bis zur 2. Ordnung in h 

Einsetzen der DGL ®  

wobei die Argumente •t, x•t‚‚ jeweils weggelassen werden 
Berechnen der Ableitung von f mit den partiellen Ableitungen 

und der Kettenregel 

ergibt 

dagegen ist beim Heun-Verfahren, bis zur 2. Ordnung gerechnet 

Genauigkeit eines Schritts also 2. Ordnung in h
Verfahren höherer Ordnung: 
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durch mehrfache Mittelung von Steigungen 
klassische Runge-Kutta-Methode •4. Ordnung‚ 
Dormand-Prince-Verfahren •5. Ordnung‚ 

setzen mehrfache Differenzierbarkeit voraus 
®  ungeeignet bei Funktionen mit Knicken •z.B. Gleitreibung‚

Schrittweitensteuerung: 
an kritischen Stellen der Bewegung kleinere Schrittweite h nötig als an
"langweiligen" 
adaptive Solver ändern die Schrittweite automatisch bei vorgegebener
Genauigkeit 
einfachstes Verfahren, etwa für Heun-Solver 

gib eine gewünschte Genauigkeit vor 
fange mit irgendeiner Schrittweite h an 
rechne den nächsten Punkt x auf zwei Weisen aus: 

x1: ein Schritt der Weite h 
x2: zwei Schritte der Weite h/2 •sollte genauer sein‚ 

Unterschied ®  geschätzter Fehler D 
Fehler zu groß: Schrittweite verkleinern und nochmal rechnen 
Fehler ok: nimm x2, nächster Schritt 
Fehler zu klein: nimm x2, Schrittweite vergrößern und nächster Schritt 

offene Fragen 
Bestimmung eines Schätzwerts für den Fehler 
geschickte Wahl für neue Schrittweite aus Fehler 
Grenzwerte, falls h zu klein/zu groß wird 
Verwendung von relativem oder absoluten Fehler 

bei Heun-Verfahren neue Schrittweite hneu bei vorgegebener Genauigkeit e z.B. nach 

Aufgaben: 
Aufgabe 7 

44



Steife Systeme und implizite Verfahren
Schrittweiten bei Modell Radioaktiv: 

Simulation mit adaptivem Solver heunadapt •vgl. Aufgabe 7‚ mit verschiedenen
Genauigkeiten tol und für verschiedene Werte des Parameters l  
Zeitbereich jeweils von t = 0 bis t = 60 
gemessen wird Zahl der Zeitschritte mit size•t‚ 
Ergebnisse 

tol
0.1 0.01 0.001 0.0001 

l  

0.1 71 148 315 673 

1000 15431 15585 15781 16231 

1. Beobachtung: 
Zahl der Zeitschritte steigt nur langsam mit tol 
Ursache: einfache glatte Lösungsfunktion exp•-l  t‚ 

2. Beobachtung: 
Zahl der Zeitschritte wächst stark für großes l  
unverständlich, denn Lösung ist im Rahmen der geforderten Toleranz fast = 0 ! 

typisches Verhalten "steifer" Systeme 
Untersuchung der Ursache beim Eulerverfahren: 

Lösung mit Euler für l  = 1000 und Schrittweite 0.01 

springt immer stärker hinundher 
Eulerverfahren liefert hier 
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für h l > 1 wechselndes Vorzeichen 
für h l > 2 sogar betragsmäßig exponentieller Anstieg 
also für großes l  

Lösung ist völlig harmlos •i.w. = 0‚ 
Verfahren funktioniert nur für sehr kleine Schrittweiten 

ähnliches Verhalten bei allen bisher behandelten Verfahren 
Grundproblem: 

winzig kleine Störungen erzwingen winzige Schrittweiten 
®  lange Rechenzeiten 
®  ungenau wegen Aufschaukeln kleiner Fehler 

Implizites Eulerverfahren: 
bei Euler: Ableitung am Startpunkt 

bei exponentiellem Abfall dort noch zu groß ®  Überschießen 
statt dessen: Ableitung am Endpunkt 

dort Ableitung schon klein ®  ok 
Problem 

gesuchte Größe x•t + h‚ auf beiden Seiten der Gleichung •nur implizit gegeben‚ 
steht in Funktion f ®  Auflösung einer nichtlinearen Gleichung nötig 
i.a. sehr aufwändig 

konkret bei Beispiel Radioaktiv 

Ergebnis für l  = 1000 und Schrittweite 0.01 
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implizite Verfahren höherer Ordnung 
müssen komplizierte Gleichungssysteme iterativ •näherungsweise‚ lösen 
hochkompliziert und mit vielen mathematischen Tricks 
ein Schritt sehr aufwändig, aber •bei steifen Systemen‚ viel weniger Schritte 

Aufgaben: 
Aufgabe 8 
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Solver in Matlab und Simulink
ODE-Solver in Matlab: 

hochentwickelte Solver, alle mit gleicher Syntax 
[t, x] = odeXY•f, tBereich, x0‚; 

Beispiel für Radiokette 
[t, x] = ode45•@radiokette, [0 100], [10000 0]‚; 

Standard-Solver für "normale" Probleme: ode45 •nach Dormand-Prince‚ 
andere Solver: ode23, ode113, ode15s, ode23s, ode23t, ode23tb 
Standard-Solver für steife Probleme: ode15s 
Zeitvergleich bei Beispiel Radiokette mit l 1  = 100, l 2  = 0.03 bei Standardwerten: 

ode45: 2.28 s bei 12181 Schritten 
ode15s: 0.36 s bei 120 Schritten 

Parameter der Solver: 
werden alle in einer options-Struktur abgelegt 
mögliche Parameter und ihre Werte anzeigen mit odeset 
Setzen von Parametern 

erst neuen Parametersatz erzeugen 
dann Solver mit diesen Parametern aufrufen 

Beispiel: relative Toleranz verkleinern 

options = odeset•'RelTol', 1.0e-4‚;
[t, x] = ode45•@radiokette, [0 100], [10000 0], options‚;

Funktionsparameter: 
Funktionen evtl. mit zusätzlichen Parameter-Argumenten 
z.B. bei radiokettep.m mit Aufruf 

xdot = radiokettep•0, [10000 0], 0.1, 0.5‚; 
DGL lösen für Parameterwerte l 1  = 0.5, l 2  = 0.01 

[t, x] = ode45•@radiokettep, [0 100], [10000 0],...
               options, 0.5, 0.01‚;

Argument options 
mit odeset erzeugte Option-Struktur 
einfach [] für Standardwerte 

Solver-Parameter in Simulink: 
über Menü Simulation/Simulation parameters 
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Start-/Stopzeit 
Solvertyp: alle Matlab-Solver 
Schrittweite: fest, adaptiv 
maximale/minimale Schrittweite 
absolute/relative Toleranz 
Ausgabewerte: 

an zusätzlichen Zeitpunkten durch Interpolation 
an explizit gegebenen Zeitpunkten durch Anpassung der Zeitschritte 

Aufgaben: 
Aufgabe 9 
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Mehrdimensionale kontinuierliche Systeme
Vektorleitungen: 

Signalleitungen können mehrere Signale •einen Vektor‚ auf einmal enthalten 
Beispiel: harmonischer Oszillator mit Anzeige von Auslenkung und Geschwindigkeit 

Zusammenführen mehrerer Leitungen mit Block Mux aus Signals & Systems 
viele Blöcke können mit Vektorsignalen arbeiten 
Osci zeigt Signale mit verschiedenen Farben an 

Vektorleitungen dick anzeigen mit Menüpunkt Format/Wide nonscalar lines 

Download 
Die zweidimensionale Schwingerkette: 
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betrachten folgendes Feder-Masse-System 

beschrieben durch die Differentialgleichungen 

mit Abkürzung 

Modell 

Verschönerungen 
einige Blöcke gedreht mit Format/Flip Block bzw. Format/Rotate Block 
einige Blockbezeichnungen versteckt mit Format/Hide Name 
unterer Sum-Block hat Parameter List of signs auf +-| 

Anfangsbedingungen 
x1•0‚ = 1, x2•0‚ = 0 

v1•0‚ = 0, v2•0‚ = 0 

Ergebnis der Simulation 
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Download 
Schwingerkette in Matrix-Schreibweise: 

führen Koordinaten als 2d-Vektor ein 

Koeffizienten von x1  und x2  als 2x2-Matrix zusammengefasst 

Differentialgleichungen lauten dann 

lässt sich leicht in Simulink-Modell umsetzen •mit dicken Vektorlinien‚ 

Integratoren 
arbeiten mit 2d-Vektor 
haben Vektor als Anfangsbedingungen 
geschrieben als [1 0] •x0   Integrator2‚ bzw. [0 0] •v0   Integrator1‚ 

Matrix Gain 
multipliziert mit einer konstanten Matrix 
Eingabe der Matrix im Parameter-Fenster 
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Ergebnis identisch zu oben 
Download 

Aufgaben: 
Aufgabe 10 
Aufgabe 11 
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Erstellen eigener Blöcke
Unterteilung eines Modells in Subblöcke: 

vereinfacht Verständnis und Übersicht durch Modularisierung 
erlaubt Wiederverwendbarkeit 
häufig Sammlung von Blöcken zu einem Anwendungsgebiet •Bibliotheken‚ 
Erstellen von Blöcken mit neuer Funktionalität 

mit vorhandenen Simulink-Blöcken 
als spezielle S-Funktionen in Matlab, C, C++ 

Coulomb-Reibung •Gleitreibung‚: 
betrachten schwingende Feder mit Gleitreibung 
Reibungskraft gegeben durch Auflagekraft FN  gemäß 

kompakte Schreibweise mit der Vorzeichenfunktion sign 

Bewegungsgleichung also 

Modell 

Ergebnis 

Simulation "frisst sich fest", geht nicht weiter 
Download 

Verhalten des Modells bei v = 0: 
zunächst Haltepunkt mit FFeder > FR  

keine Reibungskraft •sign•0‚ = 0!‚ 
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Feder zieht an 
Bewegung geht zunächst weiter 
Reibungskraft ist sofort wieder da 
Federkraft überwindet Reibung 
Bewegung geht weiter 

schliesslich kommt Haltepunkt mit FFeder < FR  

keine Reibungskraft 
Feder zieht an 
Bewegung geht weiter 
Reibungskraft ist sofort wieder da 
Federkraft kleiner als Reibungskraft 
Bewegung stoppt wieder 

Simulator versucht, das Dilemma durch immer kleinere Schritte zu lösen ®  "frisst sich fest" 
mathematische Ursache: Funktion f•t, x‚ in der DGL nicht differenzierbar 
in der Natur: Haftreibung 

Submodell für Gleitreibung: 
hat Eingang für Geschwindigkeit und Ausgang für Reibungskraft 

Aufbau in einem eigenen Fenster •mit Blöcken Inport bzw. Outport‚ 

Umwandlung in ein Subsystem 
alle Blöcke markieren 
Edit/Create Subsystem ®  neuer Unterblock 
etwa mit Copy und Paste in neues Modell kopieren 

Submodell für Haftreibung: 
bekannte Formel über die Normalkraft 

FH  = - mH  FN  

Achtung 
dies ist nur der Maximalwert 
aktuelle Haftreibung ist nie größer als angreifende Kraft 

genauer also: FH  hängt ab von der von außen wirkenden Kraft 

Mit 

ist 

oder äquivalent 
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als Simulink- Block 

Gesamt-Modell Reibungskraft: 
externe Anschlüsse 

Eingänge v, Fext 

Ausgang FR  

Aufbau des Blocks 

Umschalten zwischen Haft- und Gleitreibung 
Test auf v = 0 liefert wieder "Festfressen", da wegen Rechner-Ungenauigkeit v fast nie
= 0! 
besser: Test, ob |v| < e 

Gesamtmodell 

Block Kraftstoß liefert "Hammerschlag" bei t = 1.5 
Ergebnis 
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Download 
Maskierung von Subsystem Reibungskraft: 

Parameter in Unterblöcken 
Beispiel mg  in Reibungskraft 

zum Ändern muss die interne Struktur untersucht werden 
besser: Parameter-Eingabemaske 

zum Maskieren 
Block Reibungskraft anklicken 
Menüpunkt Edit/Mask Subsystem auswählen 
Maskeneditor mit mehreren Reitern erscheint 

Bereich Icon 

zur graphischen Darstellung des neuen Blocks 
vielfältige Möglichkeiten und Optionen 
Text mit disp 
Graphik mit plot 
farbige Flächen mit patch 
Units = Normalized ®  sichtbare Fläche von •0, 0‚ bis •1, 1‚ 
Beispiel liefert 
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Bereich Documentation 

zur Eingabe von Dokumentation 
Mask type: Name des neuen Blocktyps 
Mask description: Kurzbeschreibung in der Maske 
Mask help: ausführliche Erklärung für Online-Hilfe 

Bereich Parameters 

zur Definition der Variablen für die Parameter-Maske 
mit Add-Knopf neuen Parameter anlegen 
Prompt für die Bezeichnung in der Maske 
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Variable als Name innerhalb des Subblocks 
Parameter-Werte im Subblock 

Variablennamen statt Konstanten 
z.B. Constant-Block von Gleitreibung: 

Constant value: mug*FN •vorher 40‚ 
Doppelklick auf maskierten Block liefert Parametermaske 

Zugriff auf maskiertes Subsystem mit Edit/Look under mask 
Maske nachträglich verändern mit Edit mask 
Download 

Aufgaben: 
Aufgabe 12 
Aufgabe 13 
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Diskrete Systeme
Klassenstärken einer Schule 
Endliche Automaten
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Klassenstärken einer Schule
Unterschiede zu kontinuierlichen Systemen: 

Zustandsgrößen x•t‚ ändern sich nur zu bestimmten Zeitpunkten tn  

können durch Folgen statt durch Funktionen beschrieben werden 
xn  := x•tn ‚      n = 1, 2, 3, ... 

Verhalten nicht durch DGLs beschrieben, sondern häufig durch Entwicklungsgleichungen 
xn  = f•n, xn-1‚ 

keine DGL-Solver, sondern 
direktes Berechnen der Folgenglieder 
in Simulink: Solver = "discrete" 

Schülerzahlen einer Oberstufe: 
Zahl der Schüler x11, x12, x13 in Klassen 11, 12, 13 

ändern sich in jedem Jahr durch 
Zugang xin  in der 11. Klasse 

Zahl der Wiederholer, Anteil W11 etc. 

Zahl der Abbrecher, Anteil A11 etc. 

Zahl der versetzten Schüler vom letzten Jahr 
insgesamt beschrieben durch die Gleichungen 

Zahl der Abiturienten gegeben durch 

zentraler Block: Discrete/Unit Delay 
hält Wert für einen •diskreten‚ Simulationsschritt 
übernimmt Rolle von Integralblock •"1/s"‚ 
Parameter Sample Time = 1 •"ein Jahr"‚ 

Modell 

Simulationsparameter 
spezieller Solver discrete •no continuous states‚ 
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Schrittweite fest •Fixed-step‚ 
Ergebnis 

Download 
Einsatz von Subblöcken: 

Blockstruktur wiederholt sich für jede Klasse 
besser: eigenen Block zur Beschreibung einer Klasse 
Eingang 

Zahl neuer Schüler •aus unterer Klasse‚ 
Ausgänge 

Klassenstärke 
Zahl der versetzten Schüler 
Zahl der abbrechenden Schüler 

Submodell Klasse 

Maske mit Wiederholer- und Abbrecherrate sowie Anfangsstärke 
Gesamtmodell damit 
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Zahl der Abgänger wird nicht verwendet 
erzeugt Warnungen im Matlab-Fenster 
unterbinden mit Terminator-Block 

Download 
Erweiterungen des Schulmodells: 

Zufallsverteilung der eingehenden Schülerzahlen mit Block Random Number 
ganzzahlige Schülerzahlen •auch bei Abgängern und Wiederholern‚ durch Block Rounding
Function 
Klassen-Modell 

Gesamtmodell 

Ergebnislauf 

Download 
weitere Ergänzungsideen 
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besseres Eingangsmodell •Jahrgangsstärken aus Geburtenraten etc.‚ 
statistische Fluktuationen der "Konstanten" Wi  und Ai  

Bemerkungen zu Zufallszahlen: 
werden in deterministischer Weise berechnet 

®  Zufallsfolgen völlig reproduzierbar 
sind durch viele statistische Tests nicht von "echten" Zufallszahlen zu unterscheiden 
verschiedene Verteilungen als Simulink-Blöcke 

Normalverteilung •Größen von Personen‚ 
Gleichverteilung •Lottozahlen, Würfel‚ 
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Endliche Automaten
Erkennung eines Eingangssignals: 

Aufgabenstellung 
Eingangsfolge beliebig aus 0 und 1 
Programm soll drei hintereinander folgende 1 erkennen 

endlicher Automat mit vier Zuständen 

jeweils ein Unit Delay pro Zustand •"merkt sich" den Zustand‚ 
S0 aktiv •d.h. gleich 1‚ Û  keine 1 gekommen 
S1 aktiv Û  gerade eine 1 gekommen 
S2 aktiv Û  gerade •1 1‚ angekommen 
S3 aktiv Û  gerade •1 1 1‚ angekommen 

Und/Oder-Gatter, um die Übergänge zu machen, z.B. 
S1 wird aktiv Û  S0 aktiv und 1 kommt 
S3 wird aktiv Û  •S2 aktiv oder S3 aktiv‚ und 1 kommt 

Anfangszustand hat 1 als Anfangswert, alle anderen 0 
Gesamtmodell 

Ausgabe 
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Download 
einfachere Modellierung endlicher Automaten mit Matlab-Erweiterung "Stateflow" 

Anwendung Fehlerkontrolle: 
Eingang = 1 bedeute Fehler 
kritisch: drei Fehler hintereinander 
zähle Anzahl kritischer Situationen 

Download 
ändere Fehlerwahrscheinlichkeit 

bisher 50 % 
Verschiebung des Zufalls-Intervalls [0,1] um -0.2 
®  Fehlerwahrscheinlichkeit beträgt nur noch 30 % 

Ergebnis 
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Ereignisgesteuerte Systeme: 
kontinuierliche Größen, aber Besonderheiten zu diskreten Zeiten •"Ereignisse"‚ 
Zeitpunkt der Ereignisse nicht vorher bekannt 
oft mit Spezial-Eigenschaften des Integrators zu implementieren 

Beschränkung des Ergebnis-Bereichs •Saturierung‚ ®  erzeugt Signal bei Überschreiten
und Verlassen der Grenzwerte 
Eingangssignal zum Zurücksetzen auf Anfangswerte 
Eingangssignal zur externen Festlegung der Anfangsbedingung 

Aufgaben: 
Aufgabe 14 
Aufgabe 15 
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Algebraische Schleifen
Problematik 
Anwendung
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Problematik
RS-Flipflop: 

einfacher Speicherbaustein aus ODER- und NICHT-Gattern 
Ein- und Ausgänge 

R Reset-Eingang 

S Set-Eingang 

Q Ausgang 

Qbar negierter Ausgang 

als Simulink-Modell 

Verhalten 

R S Q Qbar Bemerkung 

1 0 0 1 Speicher wird gelöscht 

0 1 1 0 Speicher wird gesetzt 

0 0 hold hold letzter Wert wird beibehalten •ist gespeichert‚ 

1 1 0 0 verboten ! 

Laufenlassen der Simulation 
®  Fehlermeldung "Cannot solve algebraic loop" 

Algebraische Schleife in Simulink: 
zwei verschiedene Arten von Eingängen 

Wechsel des Eingangssignal wirkt sich erst im nächsten Zeitschritt aus
z.B. Integrator-Eingang 
Wechsel des Eingangssignal wirkt sich sofort aus •Direct Feedthrough‚
z.B. Eingänge der logischen und arithmetischen Funktionen 

Algebraische Schleife = Signalschleife, die nur Eingänge mit "Direct
Feedthrough" enthält 
entspricht einer •i.a. nichtlinearen, mehrdimensionalen‚ Gleichung 
Simulink versucht in jedem Zeitschritt, diese Gleichung zu lösen 

Lösen algebraischer Schleifen: 
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Beispiel simpleloop1 

Gleichung 
A = E - A  Þ   A = 1/2 E 
funktioniert 

Beispiel simpleloop2a 

Gleichung 
A = E / A  Þ   A2  = E 
Fehlermeldung: Ergebnis ist unendlich •"Inf"‚ oder undefiniert •"NaN"‚ 
falscher Startwert ®  keine Lösung gefunden 

Beispiel simpleloop2b 
Startwert explizit angeben 

positiver/negativer Startwert ®  positive/negative Wurzel 
Startwert 0 oder betragsmäßig sehr groß •±1.0e10‚ ®  keine Lösung 
negativer Wert für E ®  Fehlermeldung 

Beispiel simpleloop 3 

Gleichung 
A = E + A  Þ   Widerspruch •E = 0, A beliebig‚ 
liefert "Ergebnis" A = 500000 
im Rahmen der Rechengenauigkeit des internen Gleichungslösers ist das korrekt! 

Lösung beim RS-Flipflop: 
Schleife ist nicht lösbar, da Wert bei R=0, S=0 nicht eindeutig 
in der Realität: endliche Reaktionszeit der Gatter 
nachbilden mit Simulink •rsflipflop.mdl‚ 

Memory-Block 
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Ausgang = Eingang vom vorhergehenden Zeitschritt 
durchbricht algebraische Schleife 
hat Anfangswert als Parameter 

Vorsicht: Anfangswerte im RS-Flipflop müssen verschieden sein! 
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Anwendung
Differentialgleichungen mit Nebenbedingungen •Constraints‚: 

zusätzliche Bedingung zwischen den Systemgrößen •Zustandsvariablen‚ 
in vielen Bereichen der Mechanik und Elektrotechnik typisches Grundmuster 

2. Gleichung ist die Nebenbedingung •ggf. mehrere‚ 
Anfangsbedingungen müssen Nebenbedingungen erfüllen 

Ausfluss aus einem Behälter: 
betrachten folgendes System 

konstanter Zufluss Je 

Ausfluss Ja durch Drosselventil 

Massenbilanz 

hydrostatischer Druck 

Druckverlust im Ventil •z.B.‚ 

zusammengenommen in Standardform 

denkbares Vorgehen 
2. Gleichung nach Ja•m‚ auflösen 

in 1. Gleichung einsetzen 
®  normale DGL für m 

Probleme 
lässt sich nicht explizit auflösen 
mehrdeutige Auflösung 
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Erwartung an die Lösung: 
wenig Wasser im Behälter 

®  kleine Druckdifferenz 
®  kleiner Ausfluss 
®  Masse steigt 

viel Wasser im Behälter 
®  große Druckdifferenz 
®  großer Ausfluss 
®  Masse sinkt 

also vermutlich Gleichgewicht bei bestimmter Masse 
Berechnung der Gleichgewichtsmasse 

Beispielwerte 
A = 0.1, g = 9.81, Je = 0.2, c1  = 104 , c2  = 3 · 105  

Þ  mgl  = 44.85 

Lösung mit Simulink: 
Modell sink 

Funktionsblock berechnet rechte Seite g•m, Ja‚ der Nebenbedingung 

rechte Schleife über Sum-Block erzwingt g = 0 
größere Schleife über Funktionsblock berechnet dafür notwendiges Ja 

Rückkopplung von Ja zum Integrator zur Berechnung der DGL 

Ergebnis 
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Ableiten der Nebenbedingung 
häufig Vereinfachungen möglich durch Verwendung von 

und ggf. höheren Ableitungen 
reduziert manchmal die Zahl der Nebenbedingungen 
gelegentlich scheinbar vollständige Überführung in normale Differentialgleichung 

"Beseitigen" der Nebenbedingung im Beispiel 
Ableiten der Nebenbedingung liefert 

DGl. für  einsetzen und nach  a auflösen 

damit Modell sink2 ohne algebraische Schleife 

liefert falsches Ergebnis für mgl  
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Nebenbedingungen und Anfangswerte 
Anfangswert von Ja durch Nebenbedingung festgelegt 

durch Ableiten ist Ja•0‚ freier Parameter geworden 

Einsetzen des richtigen Wertes Ja•0‚ = 0.0817 in sink2 liefert korrektes Ergebnis 

aber: Ja•0‚ hängt ab von Je, m•0‚ und Parametern 

automatisch im Modell berücksichtigen 
Anfangswert des Ja-Integrators extern setzen 

Ja•0‚ mit algebraischer Schleife bestimmen 

damit Alternativmodell sink3 

Aufgaben: 
Aufgabe 16 
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"Hardware-in-the-Loop"-Simulation mit Simulink
"Hardware-in-the-Loop"-Simulation: 

Zielsystem: Embedded Controller + Hardware 

mit direktem Anschluss des Simulationssystems 

Arbeitsweise 
Controller und Hardware in Simulink modellieren 
Hardware-Submodell durch Ein-/Ausgänge des Controllers ersetzen 
automatisch •mit Real Time Workshop‚ übersetzen 
zum Microcontroller downloaden 
an Hardware testen 

FHWT-Beispielsystem "magnetische Schwebevorrichtung" 
Hardware = Magnetic Levitation Apparatus Model 730-T •MLA‚ der Firma ECP. 

zwei Eingänge •Magnetstrom oben/unten‚ 
vier Ausgänge •Abstandsmessung oben/unten, Spulentemperatur oben/unten‚ 

Controller = einfacher PC ohne Festplatte 
mit Mini-Echtzeit-Betriebssystem xPC-Target von Mathworks 
Anschlüsse zu beliebiger Hardware durch I/O-Karte PCI-6025E von National 
Instruments 
Verbindung zu PC mit Simulink-Modell über LAN 

Gesamtkonfiguration 
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zusätzlich Adapterbox für die I/O-Karte und Controllerbox für die MLA 

Vorbereitungen: 
bei Matlab-Netzwerk-Installation auf jedem PC in Matlab eingeben 

xpc_register_ocx 
als Windows-Administrator 
XPC-Target-Rechner muss gebootet sein 

Konfiguration mit xPC-Target-Explorer 
im Matlab-Fenster starten mit 
xpcexplr 

Compiler und Pfad auswählen unter Host PC Root/Compiler•s‚ Configuration 

Netzwerk-Konfiguration unter TargetPC1/Configuration/Communication 

Boot-Disk für Target-PC erstellen 
TargetPC1/Configuration/Create Bootdisk 

TargetPC testen 
mit Boot-Disk booten 
xpctest im Matlab-Command-Window eingeben 
legt viele Dateien im aktuellen Verzeichnis an! 

Modell für xPCTarget aufbereiten: 
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einfaches Modell xpc_osc für Target-PC, ohne I/O 
benutzt Fixed-Step-Solver •z. B. ode4‚ 

xPC-Scope's einbauen 
aus Bibliothek xPC Target/Misc/Scope •xPC‚ 
Scope Type: target ®  wird auf Bildschirm des Target-Rechners angezeigt 

Modell normal unter Simulink laufen lassen 
Menü Simulation/Normal auswählen 
Ergebnis 

RTW Configuration überprüfen 
System target file = xpctarget.tlc 

Modell übersetzen mit 
Tools/RTW/Build Model 
lädt sofort zum Target-PC 

Modell explizit laden mit 
load•tg, 'xpc_osc'‚; 

Modell ausführen: 
im xPC-Target-Explorer 

Target PC1/Context-Menü/Connect 
xpc_osc/Context-Menü/Start •bzw. Name der Applikation‚ 

dort auch Stop time oder Sample Time ändern, starten und stoppen 
von Simulink aus 

Simulation/External 
Simulation/Connect to Target 
Simulation/Start Real Time Code ®  läuft 
viele Simulink-Parameter in den Blöcken veränderbar •z. B. Nenner der Transfer Fcn‚ 
laufende Simulation beenden mit Simulation/Stop Real Time Code 

Target-Schirm auf dem Host ansehen mit 
xpctargetspy 
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Modell mit I/O-Karte: 
Beispielmodell ioboard_test 

Anschlüsse: 
Blöcke aus den Bibliotheken xPCTarget/ A/D / National Instruments bzw. xPCTarget/
D/A / National Instruments 
analoge Inputs K00 .. K15 der Karte ®  Channel-Vector-Werte 1 .. 16 im Input-Block 
analoge Outputs DA0/DA1der Karte ®  Channel-Vector-Werte 1/2 im Output-Block 

Output funktioniert einfach 
Signalwert ®  Spannung in V 
größere/kleinere Werte werden gegen +10/-10 V geclipt 
im Target-Scope wird das Simulink-Signal angezeigt •also ungeclippt!‚ 
Achtung: max. Dauerwert ±3 V •vgl. Handbuch MLA‚ 

Input auch einfach 
Vektoren immer mit einem Wert pro Kanal 
Range: Codes für Werte -10/-5/-0.5/-0.05, jeweils symmetrisch 
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Input coupling: 0 klappt eim besten •?‚ 
Ergebnis 

Vorsicht beim Ausschalten 
Signal im Magnet springt auf 0 ®  Magnet fällt herunter! 
am einfachsten: anhalten, wenn Magnet unten ist 
besser: Submodell zum langsamen Herunterfahren 

Daten eines Modelllaufs in Matlab auswerten: 
Output-Ports im Simulink-Modell 
ggf. Größe der Buffer anpassen 

Simulation/Config.Parameters/RTW/xPC Target Options/Signal logging data buffer
size 

laufen lassen 
ansehen mit 

plot•tg.TimeLog,tg.Outputlog‚ 
oder schöner mit 

>> laser1 = 7 - tg.OutputLog•:,1‚;
>> laser2 = tg.OutputLog•:,2‚;
>> t = tg.TimeLog;
>> plot•t, laser1, t, laser2‚;

80



81



Aufgaben
Aufgabe 1 
Aufgabe 2 
Aufgabe 3 
Aufgabe 4 
Aufgabe 5 
Aufgabe 6 
Aufgabe 7 
Aufgabe 8 
Aufgabe 9 
Aufgabe 10 
Aufgabe 11 
Aufgabe 12 
Aufgabe 13 
Aufgabe 14 
Aufgabe 15 
Aufgabe 16
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Aufgabe 1
Erstellen Sie je ein Modell, das die Funktionen 

f 1•t‚ = 2 sin•4t - 1‚ 

f 2•t‚ = cos•3t‚ exp•-0.3 t‚ 

und ihre Ableitungen als Zeitfunktionen •in einem Oszilloskop-Block‚ sowie als Phasenplot
•dx/dt über x‚ darstellt.
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Aufgabe 2
Erzeugen Sie ein Modell, das das Integral der Funktion 

von t = 0 an berechnet und bis t = 6 graphisch darstellt sowie das Endergebnis numerisch anzeigt.
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Aufgabe 3
Simulieren Sie die Bewegung eines gedämpften Schwingers, der gegeben ist durch die Gleichung 

Vergleichen Sie die Ergebnisse für w0= 2/s und d = 1/s, 2/s, 3/s. Wann kommt die Bewegung am
schnellsten zur Ruhe?
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Aufgabe 4
Ersetzt man das lineare Kraftgesetz der Feder beim angeregten gedämpften Oszillator durch 

F•x‚ = - x3  + k x 
erhält man den Duffing-Oszillator. In geeigneten Einheiten wird er durch folgende
Differentialgleichung beschrieben: 

Untersuchen Sie die Eigenschaften dieses Systems im Orts- und Phasenraum • über x‚ für
verschiedene Parameterwerte. Messen Sie die Simulationsdauer bei verschiedenen Solvern für A
= 1, w = 1, k = 1 und b = 1, 10, 100, 1000. 
Hinweise: 

Die Laufzeit eines Matlab-Kommandos kann man messen mit 
tic; MATLAB-KOMMANDO; toc 

Das Simulink-Modell ex4.mdl kann man statt über den Menüpunkt
Simulation/Start auch von der Matlab-Kommandozeile aus starten mit 

sim•'ex4'‚; 
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Aufgabe 5
Finden Sie alle Lösungen für t im Intervall von 0 bis 10 der Gleichung 

für die Werte a = 4, w = 1. 
Definieren Sie dazu zunächst eine Funktion f•t, a, omega‚ und übergeben Sie sie in geeigneter
Weise an fzero. 
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Aufgabe 6
1.  Bringen Sie die folgenden DGLs in Standardform und schreiben Sie jeweils

eine Matlabfunktion für die rechte Seite f•t, x‚: 
2.  a. Lotka-Volterra-DGL, die die Entwicklung eines Räuber-Beute-Systems

beschreibt: 

Parameterwerte: 
a = 3.5 
b = 0.1 
c = 4.0 
d = 0.06 

3.  b. Van-der-Pool-DGL: 

Parameterwerte: 
m = 50 

4.  c. Fadenpendel mit Anregung: 

Parameterwerte: 
l  = 0.5 
A = 1.22 
w = 0.667 
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Aufgabe 7
Implementieren Sie in Matlab eine Schrittweitensteuerung •heunadapt.m‚ für das
Heun-Verfahren.Testen Sie sie an der van-der-Pool-Gleichung für folgende Parameterwerte: 

tBereich = [0 10] 
x0 = [0.01 0.01] 
e = 0.01 
m = 5, 50, 500 

und vergleichen Sie die benötigte Zeit und Zahl der Schritte. Plotten Sie jeweils auch die Größe
der verwendeten Zeitschritte über die Zeit. 
Hinweis: 

Dass die Zahl der benötigten Zeitpunkte erst am Ende bekannt ist, stellt in Matlab kein
Problem dar: Hängen Sie einfach neue Werte an des Ende des Vektors t an mit 

t•end+1‚ = 42; 

89



Aufgabe 8
Erweitern Sie das implizite Eulerverfahren auf das Beispiel Radiokette und schreiben Sie ein
entsprechendes Matlab-Programm. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen des normalen
Eulerverfahrens mit den Parametern 

1.  l 1  = 0.1, l 2  = 0.03 

2.  l 1  = 100, l 2  = 0.03 
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Aufgabe 9
Formulieren Sie die Matlab-Funktion der van-der-Pool-DGL •vgl. Aufgabe 6‚ so um, dass sie den
Parameter m als weiteren Parameter annimmt. Lösen Sie dann die DGL mit den verschiedenen
Matlab-Solvern für die Werte m = 10, 100, 1000, und vergleichen Sie die benötigten Schrittweiten
und Laufzeiten. Welche Solver eignen sich für steife Probleme?
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Aufgabe 10
Simulieren Sie die Schwingungen eines Hauses mit 3 Etagen: 

Die Bewegungsgleichungen dafür lauten 

Die Werte für die Massen und Steifigkeiten betragen 
m1  = m2  = 6 t, m3  = 1 t 

c1  = c2  = 3 c, c3  = c = 106  N/m 

1.  Bestimmen Sie die Schwingungen der einzelnen Etagen, wenn die Anfangsgeschwindigkeit
des obersten Geschosses v3•0‚ = 10 m/s beträgt. 

2.  Durch Schwingungen des Bodens wirkt auf die unterste Etage des Gebäudes eine äußere
Anregung F1•t‚. Dadurch ändert sich die erste Bewegungsgleichung zu 

Nehmen Sie als Anregung F1•t‚ eine einfache Sinusschwingung der Amplitude 103  N an
und untersuchen Sie die Schwingungsformen des Gebäudes für die Anregungsfrequenzen w
= 1.2/s, 12/s, 120/s •bei verschwindenden Anfangsbedingungen‚. 

3.  Nehmen Sie schließlich eine realistischere Anregungsform, z.B. eine abklingende, etwas
verrauschte Erdbebenwelle.
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Aufgabe 11
Das Lorenzmodell entstand aus dem Versuch, möglichst einfache Gleichungen zu finden, die aber
die Struktur von grundlegenden athmosphärischen Wetterphänomenen noch widerspiegeln. Es ist
gegeben durch die Gleichungen 

Die Größe x beschreibt das Geschwindigkeitsprofil der erwärmten Luft, y und z die
Temperaturverteilung. 
Erstellen Sie ein Simulink-Modell mit drei Integratoren, untersuchen Sie
seine Lösungen für die Parameterwerte 

a = 10, b = 28, c = 2.667 
und stellen Sie die dreidimensionale Bewegung •x•t‚, y•t‚, z•t‚‚ graphisch dar. 
Erzeugen Sie ein alternatives Modell, das auf einem 3d-Zustandsvektor
aufbaut und nur einen Integrator einsetzt. 
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Aufgabe 12
Schwingfähige Systeme, die durch eine konstante Bewegung über einen
Gleitreibungsmechanismus angetrieben werden, treten häufig auf [6,10], z.B. 

schwingende Violinsaite 
kreischende Bremsen 
am Boden gerückter Tisch 
spanende Bearbeitung 

Ein einfaches Modell dafür ist ein Feder-Masse-System auf einem Band, das sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt: 

mit der Bewegungsgleichung 

a‚ Verwenden Sie den maskierten Haft-Gleit-Block •vgl. haftgleitmask.mdl‚ und simulieren Sie
das System für folgende Werte: 

m = 1 kg 
c = 10 N/m 
b = 0.1 kg/s 
vB  = 1 m/s 

mg  = 1.5 

mh  = 2.0 

b‚ Ein realistischeres Modell für Haft- und Gleitreibung enthält statt des Sprungs bei v = 0 von
Gleit- zu Haftreibung einen exponentiellen Übergang: 
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Hier gilt für die Gleitreibung die Beziehung 

Ändern Sie den Reibungsblock entsprechend und wählen Sie die Parameter 
mg  = 1.5 

mh  = 2.0 

v0  = 1.2 m/s 

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit dem Fall a.
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Aufgabe 13
Erstellen Sie einen einfachen Regelkreis aus einen gedämpften Schwingkreis und einem
einfachen PID-Regler. Als Stellsignal werde eine einfache Sprungfunktion benutzt: 

Erzeugen Sie dazu Subsysteme mit folgenden Masken: 
Schwingkreis 

Regler 

Hinweise: 
Reglerfunktion 

Die Ausgangsfunktion x•t‚ des Schwingkreises erhält man aus 
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Aufgabe 14
Entwickeln Sie ein Modell für einen Cola-Automaten, der am Münzeinwurf Münzen von 10 und
50 Cent und 1 Euro annimmt. Sobald die eingeworfene Summe den Betrag von 2.20 Euro
übersteigt, sollen eine Dose und das Restgeld ausgegeben werden. 
Fügen Sie noch ein einfaches Modell für einen Kunden hinzu, der Münzen eingibt, und
simulieren Sie das Ganze.
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Aufgabe 15
Erstellen Sie ein Simulink-Modell, das die Bewegung eines hüpfenden Balls simuliert. Gehen Sie
zunächst von einer Anfangsgeschwindigkeit v0  = 0 aus und erweitern Sie dann das Modell, um
beliebige Anfangsgeschwindigkeit vorgeben zu können. 
Hinweise: 

Der Ball fällt frei, d.h. er genügt der DGL 

Sobald er den Boden berührt, kehrt sich die Richtung der Geschwindigkeit um, ihr Betrag
nimmt um einen konstanten Faktor dabei ab. 
Benutzen Sie den "State port"-Ausgang des v-Integrators für die Rückkopplung, sonst
erhalten Sie eine algebraische Schleife •vgl. Kapitel 9‚. 
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Aufgabe 16
Die Bewegung eines Pendels •Masse m = 1, Länge l = 1‚ werde beschrieben durch zwei
Koordinaten x•t‚, y•t‚, die die Nebenbedingung erfüllen müssen 

Zur Lösung führt man die Seilkraft Q ein •Lagrange-Multiplikator‚, die nötig
ist, um die Masse auf der geforderten Kreisbahn zu halten: 

Da die Seilkraft längs des Seils wirkt, kann man schreiben 

und erhält damit die Bewegungsgleichungen 

Erstellen Sie ein Modell, dass dieses Gleichungssystem mit Nebenbedingung löst. 
Hinweise: 

Leiten Sie die Nebenbedingung zweimal nach der Zeit ab. Auf diese Weise
erhalten Sie eine dritte Gleichung •neben den beiden DGLs‚, die die drei
gesuchten Größen  ,  und l  enthält. 
Konstruieren Sie analog zum Ausfluss-Beispiel eine algebraische Schleife,
die alle drei Gleichungen simultan löst, und schicken Sie die Ergebnisse
zurück in die nötigen Integratoren, um so auch die benötigten Werte  ,
 , x, und y zu erhalten. 
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Matlab-Beispiele
euler1.m 
euler.m 
heun.m 
radioaktiv.m 
radiokette.m 
radiokettep.m
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euler1.m
function [t, x] = euler1•f, tBereich, x0, h‚
% Integration der eindimensionalen DGL
%    x' = f•x, t‚
% mit der Eulerformel.
%   Argumente
%       Funktion f
%       Zeitintervall [tStart tEnd]
%       Startwert x•0‚ = x0
%       Schrittweite h
%   Ergebnis
%     Spaltenvektor t mit Zeitwerten
%     Spaltenvektor x mit Naeherungsloesung x•t‚
t0 = tBereich•1‚;          % Anfangszeit
t1 = tBereich•2‚;          % Endzeit
N = ceil••t1 - t0‚/h‚ + 1; % Zahl der Zeitpunkte
x = zeros•N,1‚;            % Vektoren fuer die Loesung
t = zeros•N,1‚;
x•1‚ = x0;
t•1‚ = t0;
for I = 2:N
  x•I‚ = x•I-1‚ + h*f•t•I-1‚, x•I-1‚‚;
  t•I‚ = t•I-1‚ + h;
end
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euler.m
function [t, x] = euler•f, tBereich, x0, h‚
% Integration der DGL
%    x' = f•x, t‚
% mit der Eulerformel.
%   Argumente
%       Funktion f
%       Zeitintervall [tStart tEnd]
%       Startwerte x•0‚ = x0 •Vektor!‚
%       Schrittweite h
%   Ergebnis
%     Spaltenvektor t mit Zeitwerten
%     Matrix x mit Spaltenvektoren x•t,i‚ mit Naeherungsloesung xi•t‚
%         der i-ten Komponente
dim = size•x0, 2‚;         % Dimension von x •und von f!‚
t0 = tBereich•1‚;          % Anfangszeit
t1 = tBereich•2‚;          % Endzeit
N = ceil••t1 - t0‚/h‚ + 1; % Zahl der Zeitpunkte
x = zeros•N,dim‚;          % Vektoren fuer die Loesung
t = zeros•N,1‚;
x•1,:‚ = x0;
t•1‚ = t0;
for I = 2:N
  x•I,:‚ = x•I-1,:‚ + h*f•t•I-1‚, x•I-1,:‚‚';
  t•I‚ = t•I-1‚ + h;
end
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heun.m
function [t, x] = heun•f, tBereich, x0, h‚
% Integration der DGL
%    x' = f•x, t‚
% mit dem Heun-Verfahren.
%   Argumente
%       Funktion f
%       Zeitintervall [tStart tEnd]
%       Startwerte x•0‚ = x0 •Vektor!‚
%       Schrittweite h
%   Ergebnis
%     Spaltenvektor t mit Zeitwerten
%     Matrix x mit Spaltenvektoren x•t,i‚ mit Naeherungsloesung xi•t‚
%         der i-ten Komponente
dim = size•x0, 2‚;         % Dimension von x •und von f!‚
t0 = tBereich•1‚;          % Anfangszeit
t1 = tBereich•2‚;          % Endzeit
N = ceil••t1 - t0‚/h‚ + 1; % Zahl der Zeitpunkte
x = zeros•N,dim‚;          % Vektoren fuer die Loesung
t = zeros•N,1‚;
x•1,:‚ = x0;
t•1‚ = t0;
for I = 2:N
  k1 = f•t•I-1‚, x•I-1,:‚‚';
  k2 = f•t•I-1‚ + h, x•I-1,:‚ + h*k1‚';
  x•I,:‚ = x•I-1,:‚ + 0.5*h*•k1 + k2‚;
  t•I‚ = t•I-1‚ + h;
end
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radioaktiv.m
function xdot = radioaktiv•t, x‚
% rechte Seite der DGL beim radioaktiven Zerfall
% Parameter lambda fest
lambda = 0.1;
xdot = -lambda*x;
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radiokette.m
function xdot = radiokette•t, x‚
% rechte Seite der DGL beim radioaktiver Zerfallskette
% Parameter lambda1, lambda2 fest
lambda1 = 0.1;
lambda2 = 0.03;
dx1 = -lambda1*x•1‚;
dx2 = lambda1*x•1‚-lambda2*x•2‚;
xdot = [dx1 dx2]';      % Spaltenvektor
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radiokettep.m
function xdot = radiokettep•t, x, lambda1, lambda2‚
% rechte Seite der DGL bei radioaktiver Zerfallskette
% zusaetzliche Parameter lambda1, lambda2
dx1 = -lambda1*x•1‚;
dx2 = lambda1*x•1‚-lambda2*x•2‚;
xdot = [dx1 dx2]';      % Spaltenvektor
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Simulink-Beispiele
coulomb.mdl 
finitestate.mdl 
haftgleit.mdl 
haftgleitmask.mdl 
harmonic.mdl 
harmonic2.mdl 
integration.mdl 
logistik.mdl 
matrixschwingerkette.mdl 
rsflipflop.mdl 
schule1.mdl 
schule2.mdl 
schule3.mdl 
schwebung.mdl 
schwingerkette.mdl 
simpleloop1.mdl 
simpleloop2a.mdl 
simpleloop2b.mdl 
simpleloop3.mdl 
sink.mdl 
vanderpool.mdl
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Prüfungsleistung
Die vorgegebenen Aufgaben bringen Punkte gemäß folgender Tabelle: 

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Punkte 2 2 1 2 2 1 6 1 2 2 2 4 2 2 3 4 

Lösen Sie Aufgaben eigener Wahl mit einer Gesamtpunktzahl von 16 •bei einer Dreiergruppe:
20‚ und erstellen Sie zu Ihren Lösungen eine kurze Dokumentation •ca. 15 - 20 Seiten‚. 
Abzugeben ist eine CD mit den lauffähigen Simulink-Modellen bzw. Matlab-Skripten und der
Dokumentation im PDF-Format. 
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