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Fehlerarten

® Numerische Mathematik:
O Entwicklung und theoretische Analyse von Verfahren <Algorithmen, zur zahlenméRigen Losung
mathematischer Fragestellungen
O Anspriiche an Algorithmen
e endlich sselten, oder zumindest konvergent Normalfall,
e schnell = Zahl der Operationen «fir eine gewiinschte Genauigkeit, moglichst klein
e stabil = dhnliche Ergebnisse bei kleinen Stérungen der Eingangsdaten
® Plot eines Polynoms mit Matlab [2, S.40f]:
O Beispiel-Polynom
y = (z—1) (A)
° = z' —7z%+21z° — 35z* + 352° — 2122+ 7z —1 (B)

O direkte Berechnung als Potenz A, oder ausmultipliziert «B, mit Matlab liefert
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® wichtige Fehlerquellen:
O Abbruchfehler bei iterativen Verfahren
O Rundungsfehler durch ungenaue Darstellung der Zahlen sComputer-Arithmetik,
O Datenfehler durch ungenaue Eingangswerte
® Fehlermalle:
O sei x ein genauer Weiz,ein Naherungswert
O absoluter Fehler

o Euts(Z) = |z — 1|

O relativer Fehler «flir % 0O,



o ST

O absoluter Fehler bei der Addition
Eae(z +y) = |z +y—1—7
= [z -2)+(y -9
|z —Z| + |y — 7]
° Eata(Z) + Eaba(Y)
O relativer Fehler bei der Multiplikation

[/

Eml(Iy) =

|z[|y]
z—% ||y — 3
| ol | JZlly — 3]
|z[[y] |z||y]

— ela) +%su1(y)

) ~ EIE](I) + E:rel(y)
O in vielen Anwendungen ist der relative Fehler entscheidend!

Ausléschung:
O relativer Fehler bei der Addition

lz4+y—z—7|
galz+y) =
|z + |
< 12=2 ly—3|
T o lz+yl |z 4y
|z| £l
= Erell T + T &gl Y
. 71y T gy

O problematisch fur

° |z +y| <1
® also bei Subtraktion etwa gleich grof3er Zahlen
Ldsung quadratischer Gleichungen:
O Beispiel
o z+62z+1=0
O Loésungsformel

P p?
=S4
Z1,2 9 4 q

O liefert als erste Lésung



o 7 = —31+ 960~ —0.01613
O bei Rechnung mit 4 Dezimalen aber

e I, = —31+3098=-002
O mit einem relativen Fehler

1 — I

= 23 .97%

£:a(z1) =

) Iy
O also: moglichst nie etwa gleich grof3e Zahlen subtrahieren!
e Alternativer Algorithmus:

O Lo6sungsformel umstellen

2
= (_E+ ) Ve

2
. 5-VT-q
O Rechnung auf 4 Dezimalen
- 1 1
I = R =
o —31—+/060 —61.98
O liefert also volle 4 Dezimalen Genauigkeit
® Kernthemen dieses Kurses:
O wichtige Algorithmen in Beispielen
O Satze zu Konvergenz- und Stabilitatseigenschaften, aber keine Beweise
O Implementierungen in Matlab

—0.01613



Zahldarstellungen und Rechnerarithmetik

® Gleitpunktzahlen:
O Zahlen im Rechner
e nur endlich viel Speicherplatz pro Zahl
® ® reelle Zahlen approximiert durch endlich viele Werte
O Darstellung
® bezogen auf eine Basis *fast immer 2, manchmal 10,
e endlich viele Ziffern sMantisse, und ein Exponent
® ermdoglicht sehr kleine und sehr grol3e Zahlen
O Beispiele
e 3.561*10%2,124.2* 16
e 1.101001101 * 2,0.011001011 * %
e Normalisierte Gleitpunktzahlen:
O genau eine Ziffel 0, vor dem Dezimalpunkt
O Beispiele
® 3.242 * 1 statt 324.2 * 18 oder 324200
e 1.010101 * 2! statt 0.1010101
O Vorteil: keine Zweideutigkeit s/Ausnahme: 0!,
O Spezialitat im 2-er-System
® erste Ziffer istimmer 1
® muss hicht gespeichert werden
® ® ein extra Bit zur Erhéhung der Genauigkeit ¢hidden bit,
® Gleitpunktsysteme:

O beschrieben durch 4 GroRen
°

b Basis

t Zahl der Ziffern = Mantissenlange

€min | kleinster Exponent

€max | groRter Exponent

O Kennwerte
[ ]



realmin | kleinster positiver Weft

realmax grof3ter positiver Wer

e Maschinengenauigkei

N gesamt| Anzahl der Zahlen

O e = betragsmalig kleinste Zahl, die man zu 1 addieren kann, so dass sich der Wert andert

O Beispiel A:b =10,t=2, emin =-2, emax = 3
°

realmin| 1.0 * 102

realmax| 9.9 * 103

e 11-10=01

Ngesamt | 2¥9*10*5+1, + 1 = 1081

O Beispiel B:b =2,t=4, emin =-3, emax = 3
°

realmin | 1.000, * 23 = 1/8

realmax 1.111, * 23 = 15

e 1.001, - 1.000, = 1/8

Ngesamt| 2*1*23*e6+1, + 1 = 113

O allgemein
°

realmin | b€min

realmax| s1 -bt * pemax +1

e bl

N gesamt | 2**b - 1,¥btL%ee oy - €min + 1, + 1

e Verteilung der Gleitpunktzahlen:
O positive Zahlen fiir Beispiel B

® linear
(]



L | | | |
ez 2 4 15

® |ogarithmisch
°

| | | | | |
1ig 1i4 112 1 2 4 15

O negative Zahlen durch Spiegelung nach liekf€eachte grofe Liicke bei 0
® Runden:
O reelle Zahl X® nachstgelegene FlieRkommazahl flex,
O Bereichsuberschreitung
® X >realmax® flex, = ¥ Overflow,
® X < -realmax® flex, = -¥ «Overflow,
® |X| <realmin® flex, = 0 «Underflow,
O verschiedene Spezialregeln, wenn x genau zwischen zwei Werten
® zur grofReren Zahl
® zur betragsmafig gréf3eren Zahl
® s, dass letzte Mantissenzahl gerade ist eround to even,
O round to even hat beweisbare Vorteile *kein langsames Aufsteigen durch Runden,
e |EEE 754-Standard
O Festlegung des Gleitpunktsystems und der genauen Bedeutung jedes Bits fur 32-Bit-Zahlen
«float, und 64-Bit-Zahlen «double,
O fir double «Standard heutiger Hardware,
® b=21=53, gax = 1023, &, =-1022
® round to even
® hidden bit

O Kennzahlen
°

realmin| 2.2251e-308

realmax| 1.7977e+308

e 2.2204e-16

Ngesamt| 1.8429e+19 svgl. % = 1.8447e+19

O Festlegung der Bits

S |e1 [@p|63 [€a|e5|€5(E7 (€3 €aB1gB 14y |do|d3|dy s s 105

[ ]

e 1 Bit Vorzeichen s
e 11 Bit Exponent, als positive ganze Zahl E

52 Bit Mantisse *ohne das hidden Bit,, als positive ganze Zahl M
O Interpretation des Bitmusters

10



o T = (_l)s(l + M i 2—52) i 2E—1|.023

O spezielle Bitmuster
°

E=0,M=0 0

E=2047,M=0| #

E =2047,M!=0 NaN

O Ausgabe des Bitmusters shexadezimal, in Matlab mit
o format hex
e Aufgaben:
o
O |Aufgabe ?

11



Lineare Gleichungssysteme

® Berechnung eines idealen Fachwerks:
O Beispiel mit 6 Gelenken und 9 Stében

° 15N 20N
O 3 Auflagekrafte fur statische Bestimmtheit
® Gelenk 1 horizontal und vertikal fixiert
® Gelenk 4 vertikal fixiert
O an jedem Gelenk Kraftegleichgewicht «2-dim,, daher it 12

G2 f = fetafs
fat+afs = 15N

G3 fe = fe
f- = 20N

G4 . fg—f—ﬂ'fg = 0

G5 . fat+afs = afs

afs+ fr+afs = 0

G6 : afi = Js
° afi+fs = 0

O ergibt lineares Gleichungssystem mit 9 Gleichungen fir 9 Unbekannte
® Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen:
O Sei A eine n x n-Matrix, b ein n-elementiger Spaltenvektor. Das lineare Gleichungssystem
e Ax=Db
O ist genau dann lésbar, wenn
® rangeA, =rangeA | b,
O Die L6sung ist genau dann eindeutig, wenn A nicht singulér ist «d.h. rangeA, = n oder aquivalent
deteA,* O,
O Beweis: Jedes Buch Uber lineare Algebra.
® Gaul3scher Algorithmus:
O Beispielsystem

12



-3 1 z, 4
l _4 O Iz — 3
o V2 11 Z3 —11
O 1. Schritt: % eliminieren in 2. und 3. Gleichung. Koeffizient vop st das 1. Pivot-Element. 1.

Gleichung mit 1/2 multiplizieren und von 2. Gleichung subtrahieren, dann 1. Gleichung mit
+-3/2, multiplizieren und von der 3. Gleichung subtrahieren. Ergebnis:

2 -3 1 2
o [5] -4 |[ = ] =]
7 5 —
o V0 —3 3 *3 5

O 2. Schritt: % eliminieren in 3. Gleichung.Koeffizient vonpst das 2. Pivot-Element. 2.
Gleichung mit 7/5 multiplizieren und von 3. Gleichung subtrahieren. Ergebnis:

(23 (=)
0= 5 ||=]=] 1

O Aufgrund der Dreiecksgestalt der Matrix kann das System nun von unten nach oben geldst
werden *RUckwartssubstitution,

16 32
. = -2
5° 5
o — Iz — —2
O in 2. Gleichung einsetzen
5 1
e — 2 (=) = 1
y22 =5 (72
® = In = 0

O in 1. Gleichung einsetzen
2z, —3-041-(-2) = 4
) = Iy = 3
O Einsetzen der Losung in das urspriingliche System verifiziert das Ergebnis.

® | U-Zerlegung:
O obere Dreiecksmatrix vor der Ruckwartssubstitution

2 =3 1

v=|0 -3 -3
. \o 0¥

O untere Dreiecksmatrix aus den Vorfaktoren beim Eliminieren, mit 1 in der Diagonalen

[ 390)

« \-211)

baled eIl =

13



O dann gilt esnachrechnen!,

o LU=A
O das klappt immer <bis auf Vertauschungen, s. u.,! Beweis z.B. [3]
O Mit dieser Zerlegung schnelle Losung fur andere rechte Seiten

® AX=cC
O Ldose
e Ly=c

® <y, =y, in Gleichung flr y einsetzen ergibty, ... *Vorwartssubstitution,,

O LOse durch Rickwartssubstitution
e Ux=y

O Dann lost x die Ausgangsgleichung
® Ax=LUx=Ly=c

O Falls A symmetrisch und positiv d.h. x, Ax, >= 0,, kann auch die LU-Zerlegung symmetrisch

gemacht werden
e A=LLT «Cholesky-Zerlegung,
® Zahl der Schritte

O berlcksichtigt werden +, - * / als jeweils ein Schritt

O Eliminieren der 1. Variablen
e N Multiplikationen und N Additionen pro Gleichung
® zusammen also 2 N eN-1,

O analog fir die folgenden Variablen, insgesamt also

IN(N—=1) + AN -1)(N=2)+...+2-2-1
= 2%&(1:—1)

N(N +1)?

N® +O(N?)

Qo] b Lo bo

°
O Ruckwartssubstitution
o L+3+5+...+(2N —1)=N"
O Vorwartssubstitution analog, aber N Multiplikationen weniger wegen Faktor 1 in der
Diagonalen, somit
e N?2-N
® \Was kann schiefgehen:
O Pivot-Element kann 0 sein oder zumindest sehr klein
O Beispiel [1, S.58ff]
~7 0 ) 7
-3 2.099 6 z, | = | 3901

o\ 5 -15/)\m 6

O exakte Losung ist enachrechnen!,
® x=20,-1,1T

14



O Rechnung auf 5 Dezimalen
® X, eliminieren

°
® X, eliminieren simmer auf 5 Dezimalen runden!,

°
O Ruckwartssubstitution

[ ]
O Ursache: kleiner Pivot-Wert 0.001
Pivotisierung:

O Lésung: vertausche Gleichungen oder Variablen oder beides, so dass Pivot-Element
betragsmalfiig moglichst grof3

O Uubliches Vorgehen: Gleichungen vertauschen, so dass betragsméafig grof3tes Element der Spalte
nach oben kommt «Spalten- oder partielle Pivotisierung,

O im Beispiel

® X, eliminieren

® Riuckwartssubstitution

zz = 1
Tz = —1
e 71 = O
O bei LU-Zerlegung muss die Vertauschung durch eine Permutationsmatrix P bertcksichtigt
werden
e LU=PA

O P bewirkt eine Vertauschung der Zeilen von A
O bei mehrfachen Vertauschungep,P,, ..., B, ergibt sich P als Produkt

15



() P:Pn "'PZ'Pl
im Beispiel Vertauschung von Zeile 2 und 3

O

°
man liest aus der Rechnung ab

O

°
wobei auch die Werte in L aus frilheren Schritten entsprechend vertauscht werden missen
damit gilt enachrechnen!,

e LU=PA
® Rundungsfehler:
Unterschied zwischen exakter Losung x und berechneter L&xuhgch Runden
O Residuum

O O

o

°
O Fehler

°
O Beispiel

°
O exakte Lésung

°
O Lo6sung bei Rechnung mit 4 Dezimalen «in jedem Schritt runden!,

([
O Residuum
® || =4.333 .16
O aber Fehler
® |e|=1.234
O Das Residuum ist beim Gauf3algorithmus mit Spalten-Pivotisierung immer klein «Details in [1]

16



und [9],.
e Norm und Kondition einer Matrix
O Fehler bei linearem Gleichungssystem wéachst mit "Groé3e" von A, etwa bei Multiplikation des
Systems mit einem grofR3en Faktor
O "GrofRRe von A" wird prazisiert als Norm von A

[ ]
e maximal mdglicher Streckungsfaktor MeA, eines Vektors
O minimaler Streckungsfaktor analog

[ ]
e flr nicht-singuldres A, sonst O
O Veranschaulichung
® 2x2-Matrix bildet Einheitsvektoren auf sverdrehte, Ellipse ab

°
® MeA, bzw. meA, = gro3te bzw. kleinste Halbachse
e mehrdimensional analog *Ellipsoid,

O Konditionszahl einer nicht-singularen Matrix

°
O Eigenschaften der Konditionszahl

[ ]
O Ist condeA, grof3, so ist A "fast singular".
O Fehler im Ergebnis wachst mit condeA, - unabhéangig vom Algorithmus!
O allgemein gilt

17
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® Beweis im Anhang
O Faustregel
® Jeder Faktor 10 in condeA, kostet eine Dezimale im Ergebnis.
O obige 2d-Beispielmatrix hatte
e condeA, =49 -1d
e Matlab-Routinen:
O direktes Auflosen eines linearen Gleichungssystems suber LU-Zerlegung,
e x=A€b
explizite LU-Zerlegung
e [L, U, P]=lueA,
Cholesky-Zerlegung fur positives A
® L = choleA, 'lower’,
Vorwarts-/Ruckwartssubstitution automatisch bei x = A € b und A Dreiecksmatrix
Konditionszahl
® condeA, genau, aber aufwandig
® condesteA, schneller Schatzwert
® Dinnbesetzte Matrix esparse matrix,
O Matrix, deren meisten Elemente 0 sind
O Beispiel FEM

O

O

O O

°
® Systemmatrix

([ J
O Probleme mit Speicherplatz und Standardalgorithmen
O spezielle iterative Verfahren

18



O wichtig u.a. fur Solver von partiellen Differentialgleichung *FEM, Strémungen etc.,
O ausgiebige Spezialliteratur, vgl. [6]
e Aufgaben:
O Aufgabe 3
O Aufgabe 4

19



LAsung nichtlinearer Gleichungen

e Grundlegende Methoden bei einer Unbekannten
® Das Dekker-Brent-Verfahren
® Mehrdimensionale Nullstellensuche

20



Grundlegende Methoden bei einer Unbekannten

® Gleichgewichtslage eines Feder-Masse-Systems:
O Masse m sei zwischen zwei Federn eingespannt, die durch das Gewicht symmetrisch nach unten
auslenkt werden

([
O bei waagerechter Position seien beide Federn entspannt *keine Vorspannung,
O Kréftebilanz zur Bestimmung der Gleichgewichtsposition x liefert nicht-lineare Gleichung

([
® Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen:
O keine allgemeinen Aussagen méglich
O vgl. Beispiel
® COS*X, = a *X - 22

°
O leicht in eine Grundform Utberflhrbar, z.B.

21



o fex, = 0 «Nullstellenform,
® fex, = X *Fixpunktform,
O auch mehrdimensional x, f Vektoren,, aber noch viel schwerer
O héaufige Ausgangssituation
® stetige Funktion f
e Startintervall Pg x1] mit fex 1, fex 5, < 0 «d.h. verschiedene Vorzeichen,
O Mittelwertsatz® es gibt emindestens!, eine Losung
O schwieriger: Nullstellen ohne Vorzeichenwechsel swie Bei>0,
Standardbeispiele im Folgenden:
O Beispiel 1 «"normal”,

[ ]

e Startintervall [4.8, 5.5]
e fe4.8 =-7.861819

e fo5.5 =2.292519

[ ]

O Beispiel 2 «"bdsartig",

Startintervall [1 3]
fel,=-1
fe3,=1

22



°
® Bisektionsverfahren:

O stetiges f wechsle Vorzeichen auf [a b]
O einfaches Verfahren mit standiger Intervallhalbierung

wiederhole bis Intervallbreite < delta
bestimme Mittelpunkt xm = ea + b,/2
berechne Vorzeichen von fexm,

wenn feb, fexm, < 0

neues Intervall [xm b]

sonst

neues Intervall [a xm]

O funktioniert immer *bei exakter Arithmetik,

O beim Standardbeispiel snachrechnen mit kap04.m,

a b

Xm fexm,

4.800000000000000
4.800000000000000
4.975000000000000
4.975000000000000
4.975000000000000
4.975000000000000
4.985937499999999
4.991406249999999
4.991406249999999
4.992773437499999

5.500000000000000
5.150000000000000
5.150000000000000
5.062500000000000
5.018750000000000
4.996874999999999
4.996874999999999
4.996874999999999
4.994140624999999
4.994140624999999

23

5.150000000000000
4.975000000000000
5.062500000000000
5.018750000000000
4.996874999999999
4.985937499999999
4.991406249999999
4.994140624999999
4.992773437499999
4.993457031249999

+1.28e+00
-2.47e-01
+7.08e-01
+2.99e-01
+4.69e-02
-9.40e-02
-2.21e-02
+1.27e-02
-4.63e-03
+4.07e-03



4.992773437499999
4.993115234374999
4.993115234374999
4.993115234374999
4.993115234374999
4.993136596679687
4.993136596679687
4.993136596679687
4.993136596679687
4.993136596679687
4.993136596679687
4.993136596679687
4.993136763572692
4.993136763572692
4.993136805295944
4.993136805295944
4.993136815726756
4.993136815726756
4.993136815726756
4.993136815726756
4.993136816378682
4.993136816378682
4.993136816541663
4.993136816623155
4.993136816663900
4.993136816684272
4.993136816694459
4.993136816694459
4.993136816694459
4.993136816695731
4.993136816695731
4.993136816695731
4.993136816695731
4.993136816695731
4.993136816695771
4.993136816695771
4.993136816695781
4.993136816695781
4.993136816695784
4.993136816695785

4.993457031249999
4.993457031249999
4.993286132812499
4.993200683593749
4.993157958984374
4.993157958984374
4.993147277832030
4.993141937255858
4.993139266967773
4.993137931823730
4.993137264251708
4.993136930465697
4.993136930465697
4.993136847019194
4.993136847019194
4.993136826157569
4.993136826157569
4.993136820942162
4.993136818334460
4.993136817030608
4.993136817030608
4.993136816704645
4.993136816704645
4.993136816704645
4.993136816704645
4.993136816704645
4.993136816704645
4.993136816699552
4.993136816697005
4.993136816697005
4.993136816696368
4.993136816696049
4.993136816695890
4.993136816695811
4.993136816695811
4.993136816695792
4.993136816695792
4.993136816695786
4.993136816695786
4.993136816695786

O Problem mit Rechnerarithmetik
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4.993115234374999
4.993286132812499
4.993200683593749
4.993157958984374
4.993136596679687
4.993147277832030
4.993141937255858
4.993139266967773
4.993137931823730
4.993137264251708
4.993136930465697
4.993136763572692
4.993136847019194
4.993136805295944
4.993136826157569
4.993136815726756
4.993136820942162
4.993136818334460
4.993136817030608
4.993136816378682
4.993136816704645
4.993136816541663
4.993136816623155
4.993136816663900
4.993136816684272
4.993136816694459
4.993136816699552
4.993136816697005
4.993136816695731
4.993136816696368
4.993136816696049
4.993136816695890
4.993136816695811
4.993136816695771
4.993136816695792
4.993136816695781
4.993136816695786
4.993136816695784
4.993136816695785
4.993136816695785

-2.75e-04
+1.90e-03
+8.12e-04
+2.69e-04
-2.80e-06
+1.33e-04
+6.51e-05
+3.12e-05
+1.42e-05
+5.69e-06
+1.45e-06
-6.76e-07
+3.86e-07
-1.45e-07
+1.20e-07
-1.23e-08
+5.40e-08
+2.08e-08
+4.26e-09
-4.03e-09
+1.13e-10
-1.96e-09
-9.24e-10
-4.06e-10
-1.46e-10
-1.69e-11
+4.7%e-11
+1.55e-11
-6.79e-13
+7.42e-12
+3.37e-12
+1.34e-12
+3.38e-13
-1.70e-13
+8.93e-14
-4.66e-14
+2.13e-14
-1.24e-14
-8.88e-16
+1.02e-14



e Wie klein darf Abbruchbreitd «= Genauigkeit des Ergebnisses, sein?
® sinnvoller Minimalwert:d = e*xabsea,
® Dbei "problematischen” Funktionen viel friiher
e vgl. Funktion B im Polynom-Plot
® Newton-Verfahren:
O Idee: néhere Funktion durch Tangente

([ J
O Tangente durch x

([
O Xp+1 = Nullstelle der Tangent®

O Standardbeispiel 1
°

4.800000000000000
4.860313493747295
4.930340369122104
4.979104035027125
4.992436030128772
4.993135068876532
4.993136816684912
4.993136816695785
4.993136816695785
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([
O konvergiert hier sehr viel schneller als Bisektionsverfahren

O Standardbeispiel 2
°

3.5
0.5
3.5
0.5

[ ]
O Probleme
e konvergiert nur in der Nahe der Lésung «"lokal",
® Ableitung von f wird benétigt
® Konvergenz-Geschwindigkeit:
O SeiZx die exakte Losungg; := |X; - Zx | der Fehler im i-ten Schritt. Gibt es eid i und ein ¢
mit O£ ¢ < 1, so dass gilt
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°
dann heif3t p die Konvergenzordnung der Folge x

O etwas laxer ausgedrickt: Der Fehler sinkt etwa wie

[ ]
O Beispiel Bisektionsverfahren
® Fehler wird in jedem Schritt halbiert

[
® alsop=1,c=1/2
O bei Newton ist p = 2 falls fzx, 1 0, sBeweis: [2],
® Sekanten-Verfahren:
O Idee: ndhere die Tangente bei Newton durch die Sekante durch die letzten zwei Punkte

°
O konkret

O Standardbeispiel 1
°

5.500000000000000
4.800000000000000
5.341962754641359
5.233078480512697
4.692715063982089
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5.249938048452647
5.267980603914145
4.740153341717683
5.240757795434711
5.216227584826059
4.795417173225895
5.150185032751038
5.103681829226098
4.931222941473443
5.017500486888689
4.998505040389419
4.992671292678041
4.993145710865901
4.993136831431582
4.993136816695318
4.993136816695785
4.993136816695785

°
O Konvergenzordnung p = 1.618 «vgl. [2],
O Probleme
e konvergiert nur in der Nahe der Losung «"lokal”,
® Sekantensteigung wird ungenau Subtraktion &hnlicher Zahlen,
® Inverse quadratische Interpolation «IQI,:
O ldee: statt einer Geraden durch die letzten zwei Punkte bestimme eine Parabel durch die letzten
drei Punkte
O Problem: Parabel hat evtl. keine Nullstelle
O Lésung: wahle "inverse Parabel”
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([ J
O konkret
® ggb. letzte drei Wertex X», X3 und Funktionswerte;y= feX;,

® Einsetzen der Punkte in Parabelgleichung liefert lineares System fiir ea b c,

°
® nachster Punkt = Schnittpunkt von Parabel und x-Achse = ¢
® Xu=C

O Standardbeispiel 1
([

4.800000000000000
5.500000000000000
5.150000000000000
4.796299397999127
4.792545722045462
5.071630116446963
5.032407352330408
4.985297936065732
4.992830056897817
4.993138014176794
4.993136816732284
4.993136816695785
4.993136816695785
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°
O Konvergenzordnung p = 1.839 svql. [2],
O Probleme
® konvergiert nur in der Nahe der Losung «"lokal”,
® Probleme, wenn zwei der drei Funktionswertg ffast gleich sind
e Aufgaben:
O Aufgabe 5
O Aufgabe 6
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Das Dekker-Brent-Verfahren

® Dekker-Brent-Verfahren
O Problem:
® Sekantenverfahren und 1QI schnell, aber e<zumindest am Anfang, unzuverlassig
® Bisektion langsam, aber sicher
O Losung: kombiniere die Verfahren geschickt mit Hilfe dreier Werte a, b, c, wobei
e a und b liegen auf verschiedenen Seiten der Nullstelle, sie bilden immer das kleinste bisher
gefundene Intervall
® b istimmer der beste bisher gefundene Wert, d.h. der mit dem betragsmafiig kleinsten
Funktionswert
® c ist der vorherige Wert von b

O konkreter
°

Ausgangssituation: Startintervall [a b] mit

fea, feb, < 0

|feb,| £ |fea,| *gdf. a, b vertauschen,
finde neuen Wert ¢ aus [a b] mit Sekantenschritt
wiederhole bis Intervallbreite < delta

sortiere a, b, c um

wenn ¢ la
probiere 1QI-Schritt
sonst

probiere Sekantenschritt
wenn neuer Wert im alten Intervall [a b]
nimm ihn und verkleinere Intervall
sonst
verkleinere Intervall mit Bisektion

O einige komplexere Details des Verfahrens fehlen [13],
e Kontrolle méglicher numerischer Probleme
e Methode zur Beschleunigung bei "bdsartigen" Funktionen
® Programmiertricks zur allgemeinen Beschleunigung
O Verfahren ist so zuverlassig wie Bisektion, aber in der Regel deutlich schneller
® Matlab-Routine fzero:
O basiert auf Dekker-Brent-Verfahren
O falls nur ein Startwert x *kein Intervall,:
e suche Intervall mit Vorzeichenwechsel durch allméhliches Vergrol3ermumeim
O das kann schiefgehen, vor allem in der Nahe von Polstellen mit Standardbeispiel 1,
o fzeroefl, 4.8,
ans = 4.712388980384693
O fzero wird gespréachig bei Angabe einer entsprechenden Option
® options = optimsete'Display’, 'iter’,;
fzeroe@cos, [1 3], options,
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e Aufgaben:
O Aufgabe 7
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Mehrdimensionale Nullstellensuche

® Problemstellung:
O gegeben sind n Funktionen it n Unbekannten;x

O gesucht sind Nullstellen;xaller Gleichungen

°
® bzw. vektoriell geschrieben

([
O ohne weitere Kenntnisse von F oder guten Anfangswerten i. a. nahezu unldsbar evgl. [8, Kap.
9.6,],!
° Graphisgzhe Veranschaulichung im 2d-Fall:
O Fji°X,Y,=z2 Flache in 3d
O F1°X, Yy, =02 Schnittkurve dieser Flache mit der xy-Ebene
O Lo6sung beider Gleichungex Schnittpunkte der beiden Schnittkurven
O Beispiel

°
e im Bild
°

O Erstellung dieser Graphik in Matlab mit Hilfe der Funktion plotZeros.m
°
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% Beispielfunktion

fl = @x,y, Xx."2 + y."2 - 6;
f2 = @ex,y, X."3 - y."2;

% Bereich der Koordinaten
xvals = -3:.2:3;

yvals = -3:.2:3;

plotZerosefl, f2, xvals, yvals,

® | dsen mit dem Newton-Verfahren:
O mehrdimensionale Taylorentwicklung in 1. Ordnung

°
® mit der Funktionalmatrix eJacobimatrix,

([ J
e nahert Funktion durch "Tangentialebene"
O Funktionen beim Naherungswert xlurch lineare Naherung ersetzen und auflésen

°
O Nullstelle x des linearen Gleichungssystems als nachsten \Wertvwéhlen

°
O iterieren, bis gewlnschte Genauigkeit erreicht
® Beispiel:
O lbse System des obigen Beispiels
O seschlechter, Schatzwert
® Xxg=1,yp=1
O Berechnen der Jacobimatrix

® also

°
O Bestimmung von z := x - xaus dem linearen Gleichungssystem
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Wert von ¥, einsetzer®

Ergebnis

(]
O daraus nachster Schatzwert

°
O Wiederholen liefert

°
® korrekt auf 3 Nachkommastellen
® Implementierung in Matlab:
O keine Standardfunktion flir Newton-Verfahren vorhanden
O einfache Version sohne Tests, in solveNewton.m
O Aufruf
® X = solveNewtoneF, DF, x0, tol,

O Parameter
°
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Name| Bedeutung Typ
Funktion, Fu_nlé?)?n
die die y =

F ) mit
Gleichung

e Vektoren
definiert
X, Y
Funktion
Dy =
DFex,

DE Jacobimatrix mit

von F Vektor x
und
Matrix
Dy

x0 Schatzwert | Vektor
gewilnschte

tol Genauigkeit Zahl

O Anwendung im Beispiel mit testNewton.m
e Aufgaben:
O Aufgabe 8
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Interpolation und Approximation

e |Interpolation
® Ausgleichsrechnung
® Fourieranalyse
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Interpolation

® Spezifische Warmekapazitgy on Wasser:

O einige Messwerte wurden bestimmt
O daraus soll Wert flirit= 15 °C ermittelt werden

O am einfachsten: lineare Interpolation

([ J
O Ergebnis: g°t;, = 4.1795 kJ/*kg K,
O kann man einen "besseren” Wert bekommen?
® Problem der Interpolation:
O gegeben N Punkte
® oXi,Vi,i=1 ..N, mitx1? X; farit j
O gesucht Funktion f einer vorgegebenen Klasse ¢z. B. Polynom, mit
® foxi,=y;,i=1,..N
® Polynom-Interpolation:
O Es gibt genau ein Interpolationspolynom P vom Grad N-1

°
O Einsetzen der Punkte liefert N Gleichungen fir die N Koeffiziengen a

o
O in Matrixform
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([
O Systemmatrix
® Vandermonde-Matrix
® nicht singular bei x* x; furi? j,
® schlechte Kondition bei kleinen Abstanden zwischen den x
® [agrangeform der Losung:
O Lo6sung direkt hinschreibbar, etwa quadratisches Polynom fir N = 3

([
o Uberprifen durch Einsetzen vor xX,, X3
O allgemein

°
® Beispiele:
O "sinnvoll" nur bei kleinem N

[
o starke Uberschwinger bei groRem N
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([
O bei bekannter Funktion f optimierbar durch geschickte Wahl der Stitzstellen x
*Tschebycheff-Knoten,

([
e Kubische Splines:
O Alternative: stiickweise Polynome #, niedriger Ordnung
O kubische Splines definiert durch
® Polynom 3. Ordnung zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Punkten
e 1.und 2. Ableitungen sind stetig
O Beispiel

40



O
o
O

([ J
Splines gegeben durch je 4 Koeffizientgn by, ¢, di

([
Bedingungen

°
Anzahl der Koeffizienten: 4N - 4

Anzahl der Bedingungen: ¢N-1, + ¢N-1, + eN-2, + N-2, = 4N-6
bleibt je eine zusatzliche Bedingung an den Endpunkien

e Wahl der Randbedingungen:

O

O

o

natirliche Splines
® Extrapolationen sKurven auf3erhalb;[xy ], verlaufen linear

°
"not-a-knot"-Splines
® bei x, und %1 dreimal stetig differenzierbar

°
® ein einziges kubisches Polynom durch #x5, X3, bzw. *Xn.2, XN-1, XN
periodische Splines
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([
® wichtig bei geschlossenen Kurven
O Ableitungen M;, My an den Endpunkten bekannt

°
e Bestimmung der Koeffizienten:
O die *noch unbekannten!, Steigungen an den Punkten sejicmalsb

O mit den Abklrzungen

°
O hat das Polynom

°
O die Eigenschaften

°
O aus der Stetigkeit der 2. Ableitung <4, erhalt man N-2 lineare Gleichungen furdie M

[
O 2 erganzende Gleichungen fir natirliche Splines

O 2 erganzende Gleichungen flr "not-a-knot"-Splines
)
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O Details der Rechnung im Anhang
® Matlab-Funktionen:
O Interpolation bei Punkten x, y, an den Stellen xi
® yi=interplex, y, xi, Methode,
® Methoden eu.a., 'linear’, 'spline’
® 'spline' verwendet not-a-knot-Randbedingungen
O Interpolationspolynom bestimmen
® poly = polyfitex, y, lengthex,-1,;
O Zwischenwerte des Polynoms berechnen
® yi = polyvalepoly, xi,;
® B-Splines:
O interpolieren beliebige Raumkurve
O zusatzliche Kontrollpunkte legen Tangentenrichtungen fest
O Basis von Freiformkurven in 2D-CAD
O Verallgemeinerung auf Flachen
® NURBS «Non Uniform Rational B-Splines,
® Basis von Freiformflachen in 3D-CAD
e Aufgaben:
o Aufgabe 9
O Aufgabe 10
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Ausgleichsrechnung

® Spezifische Warmekapazitat cp von Wasser:
O Werte wie vorher
O ldee:
® Messwerte haben Fehler
e Daten sollten durch Polynom 4. Ordnung gut beschrieben werden
O gesucht: "bestes" Polynom zu den gegebenen Messwerten

([
® Problem der Approximation:
O gegeben N Punkte «xi, yi,, i =1, .. N, mitXixj furi?t j
O gesucht Funktion f aus einer vorgegebenen Klasse ¢z. B. Polynom fester Ordnung,, die
"mdglichst genau" durch die Punkte geht
O Fehler von f bei Messung i

°
O Gesamtfehler «"Methode der kleinsten Quadrate”, "least square fit",

(]
O auch andere Gesamtfehler werden verwendet
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O Vorteil vonr,

e flhrt auf numerisch gut zu I6sende Gleichungen
e liefert fir normalverteilte Messwerte den "wahrscheinlichsten" Fit «"maximum likelihood",
® Lineare Ausgleichsrechnung:
O lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen fir n Unbekannte sm > n,
® Ax=Db
® A mxn-Matrix, X n-Vektor, b m-Vektor
O hat in der Regel keine Lésung
O Beispiel

([

O gesucht ist x mit minimalem quadratischen Fehler

O kann berechnet werden als Losung der Normalengleichung
o ATAX=ATD
® Beweis im Anhang

O LoOsung des nxn-Systems mit Gaul3-Verfahren ist numerisch problematisch eschlecht
konditioniert,

O besser Uber QR-Zerlegung
® Matrix A wird zerlegt in
e A=QR
® mit
® R = obere Dreiecksmatrix sunter der Diagonalen nur O,
e Q orthogonal salso ®Q =1,
® QR-Zerlegung am Beispiel:
O Prinzip
® Durch Spiegelung an einer geeigneten Ebene sgegeben durch ihren Normalenvektor v, wird
ein Spaltenvektor von A in Richtung eines Koordinatenvektpgebracht
O Basisvektoren: g, e,, €3
O Spaltenvektoren der transformierten, Systemmatrix:ss, Sz,

O 1. Schritt
® berechne Hilfsvektor

o)
konkret

o)
® berechne Householdermatrix
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o

konkret
o)

e transformiere A

o}
O 2. Schritt:
® Dberechne Hilfsvektor, ersetze dafiir 1. Wert verdarch Nullen®

o)
® berechne Householdermatrix

)
e transformiere A

o
O 3. Schritt:
® berechne Hilfsvektor, ersetze dafur 1. und 2. Wert yodusch Nullen®
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® berechne Householdermatrix

)
e transformiere A

o}
O damit ist eine obere Dreiecksmatrix erreicht, also
e R= A3
o Da Qq, Q2 und Q5 orthogonal sind snachrechnen!,, ist es auch

[ ]
O und es gilt
e A=QR

® | 6sung der Normalengleichung:
O Mit der QR-Zerlegung von A kann man schreiben

O Da nur die oberen n Zeilen von R von 0 verschieden sind, teilt man das System in die oberen n
und die unteren m-n Gleichungen

([
Die unteren Gleichungen kann man nicht I6sen, sie liefern die Fehlerterme.
Die oberen Gleichungen liefern durch Ruckwartssubstitution die Lésung flr x
Dieses x l6st auch die Normalengleichung <Beweis im Anhang,
im Beispiel

® Berechnung der rechten Seite

O O O O
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°
® | dsen des Dreiecks-Systems

[ ]
Anwendung Polynomfit:
O gegeben m Punkte oxi, yi,, i =1, .. m, mitXij far i * j
O gesucht: Polynom vom Grad n < m-1

°
® mit

O Einsetzen der Punkte in die Polynomdefinition liefert m Gleichungen fir die n+1 unbekannten
Koeffizienten a

°
O Uberbestimmtes lineares Gleichungssystem mit Vandermonde-Matrix

[ ]
Was kann schief gehen:

O A hat nicht Rang n
® zu wenig Daten
e Daten sind nicht unabhangig eschlechtes Experiment!,
® Modell passt nicht

O Modell macht keinen Sinn
e z.B. kein Polynom, sondern ganz anderer Zusammenhang
® Ausgleichsrechnung liefert gut aussehende Kurve
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® Extrapolation oder Interpolation ergibt trotzdem unsinnige Werte
e Modell kommt aus der Theorie oder Erfahrung, Mathematik kann da nicht helfen!
o Matlabfunktionen
O QR-Zerlegung der Matrix A
® [Q, Rl =qrA,
O Lo6sung des linearen Ausgleichsproblems Alx
e xX=A€Db
O Ausgleichspolynom n-ter Ordnung zu Datenpunkten xi, yi
® poly = polyfitexi, yi, n,
O Anwenden des Polynoms auf Werte x
® y = polyvalepoly, X,
® Messwerte mit verschiedener Genauigkeit:
O gegeben seinen m Messwerte
® oXi,Vyi,i=1,..m, mitxit xjfari?t j
® jeder mit einer Genauigkest; fur yi
O Die Koeffizienten a des Fit-Polynoms n-ten Grades erhalt man durch Losung des
Ausgleichsproblems

o
® mit

°
® Beweis: [7]
O Statt Polynomen kann man auch beliebige andere Grundfunktionen verwenden:

°
® Polynom ware dann der Spezialfall
® Xjex,=x"1

e Aufgaben:

O Aufgabe 11
O Aufgabe 12
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Fourieranalyse

® Analyse von Stoérschwingungen:
O seltsame Stoérungen in einer Maschine, hervorgerufen durch Vibrationen unbekannter Herkunft
O Messung der Vibrationen ergibt

°
O Spektralanalysator zeigt

°
® grol3e Spitze bei 50 Hz
® Spitzen in festen Frequenzabstanden «Grundfrequenz 39.6 Hz,
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e Untergrund bei allen Frequenzen

O Interpretation
® Rauschen sMessfehler + allgemeine Stérungen, als Untergrund
e Trafoschwingungen bei 50 Hz
® besondere Storung mit Grundfrequenz 39.6 Hz

® Fourierreihe:
O Zerlegung einer periodischen Funktion fet, mit Schwingungsdauer T in Sinus- und
Kosinus-Schwingungen

°
® mitw:=2p/T
Berechnung der Koeffizienten

O

[ ]
e liefert bei endlicher Reihe beste Approximation "im quadratischen Mittel" [11]
® konvergiert fur stiickweise stetiges beschranktes f im Mittel [11]

O Zusammenfassung als komplexe e-Funktion

([
Berechnung der komplexen Koeffizienten

o

(]
Bestimmung von gund b, aus g,

o

°
® Beispiel Sdgezahnschwingung:
o fet,=t2flrt=p..p
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([
O Aufbau aus Grund- und Oberschwingungen

°
O als Applet zum Experimentieren
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°
O Koeffizienten

[ ]
O Fourierreihe also
® fot = sinet, - 1/2 sine2t, + 1/3 sine3t, - 1/4 sine4t, ...
O Spektrum <Darstellung der GréRRe der Koeffizienten Uber der Frequenz,

°
® Abtasten einer Funktion «Sampling,:

O in der Praxis Funktion f meistens nicht explizit bekannt

O stattdessen werden Werte der Funktion f in festen Zeitabst@hdemessen
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([
O z.B. Messung im Schwingstand alle 1/100 s
O Abtastfrequenz «Sampling rate,

°
O insgesamt N Werte, also Messdauer
® T =-eN-1,Dt

® Diskrete Fouriertransformation:
O Ausgangspunkt sind N Wertg,xn =0, .. N - 1 egemessen in festen Zeitabstabtien

O Berechnung der diskreten Fouriertransformierten Xek, sanalog, zmit

(]
O Ricktransformation

°
O Achtung:
® nur Schwingungen bis zur Nyquist-FrequegRz= f5/2 messbar

® Schwingungen hoherer Frequenz f tauchen bei niedrigeren Wertenf2aluf <Aliasing,
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([
® Fast Fourier Transformation *FFT,:
O Zahl der Operationen opseN, *Multiplikationen + Additionen, bei direkter Berechnung yon X
e N Multiplikationen, N-1 Additionen fur ein X
e N? Multiplikationen, N*N-1, Additionen fiir alle X
e ® ops*N, =2*N? - N
o starke Reduktion des Aufwands bei geradem N mit "Umsortier-Trick"
O BeispielN=4
® Mit der Abklirzung
°
e erhélt man die Fouriertransformiertg, X

°
® was sich umsortieren lasst zu
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Die Fouriertransformierte ¥,, der "geraden Werte"xund x, berechnet man mit

y4V

Analog ist die Fouriertransformierte"y, der "ungeraden Werte";xund X3

Also kann man die Fouriertransformierte der 4 Werte auf die von jeweils 2 zurtickfihren

Fir die Zahl der Operationen ergibt sich somit

O ganz analog zeigt man fur beliebiges gerade N es. Anhang,

O falls N eine Zweierpotenz ist, folgt aus dieser Beziehung durch wiederholte Anwendung des
"Umsortier-Tricks" s. Anhang,

O dies ist fur grol3e N eine dramatische Zeitersparnis, etwa bei 1 ns pro Operation

N ops normal| ops FFT
1024 2ms 20rs
1048576 2199 s 0.042 9
1073741824 73 a 64 s

1000x1000 Fouriertranformationen haufig «z.B. Bildbearbeitung,

O man wahlt «fast, immer N als Zweierpotenz, notfalls mit Nullen auffullen
e FFT mit Matlab:
O grundlegende Funktionen
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® X = fftex,;

o X = [ffteX,;
O da X komplex, haufig nur Betrag oder Betragsquadrat sLeistungsspektrum, interessant
® F =abseX,

O Darstellung des Spektrums
® nur bis zur zuldssigen Maximalfrequenz
® Xx-Achse in richtigen Einheiten +z.B. in Hz,
e Matlabvektoren beginnen bei 1, Frequenzen fangen bei 0 an
® ® Indizes um 1 verschieben
® Anwendungsbeispiel in Matlab:
O Ausgangsfunktion
® f= @st, 2 + sine2*t, + 0.5*sin*6*t,;
O gesampelt Uber Zeit T, N Werte
e T=100;
N =1024;
Delta_t = T/sN-1,;
t = [0:N-1]*Delta _t;
X = fot,;
O Samplewerte sAusschnitt!,

[
o FFT
o X = fftex,;
F = abseX*1:N/2,/N;
freq = [0:N/2,-1]/T;
plotefreq, F,;
O Spektrum
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([
O maximale Frequenz *Nyquist-Frequenz,

°
O Wert bei f = 0 ist Mittelwert
e Aufgaben:
O Aufgabe 13
O Aufgabe 14
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Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren

e Schwingungen eines Fachwerks:
O Fachwerk

([
® in den Punkten 5 und 6 fest gelagert
® alle Knoten haben Masse m
Balken als Zug-/Druckfedern mit gleicher Federkonstante ¢
O aullere Vibrationen wirken auf das Fachwerk «durch die Lager 5, 6,
® Dbei einigen Frequenzen heftiges Mitschwingen <Eigenfrequenzen,
® jeweils typische Schwingungsformen sEigenschwingungen,

e Definition der Eigenwertaufgabe:
O gegeben sei eine nxn-Matrix A
O gesucht sind Zahl und Vektor Xt 0 mit
® Ax=I X
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O | heil3t Eigenwert von A, x Eigenvektor von A zum Eigenwert
O Lange von x beliebig, haufig auf 1 gesetzt soder gréldte Komponente auf 1,
O Beispiel 1 *Diagonalmatrix,

°
O Beispiel 2 ssymmetrische Matrix,

°
O Beispiel 3 sunsymmetrische Matrix,

°
O Beispiel 4 «nur 1 Eigenvektor,

([
® kein weiterer Eigenwert und Eigenvektor <bis auf Faktor,
® Eigenschaften von Matrizen:
O besondere Matrizen
e AT = A esymmetrisch,
e AT A =1 -orthogonal, z.B. Drehungen und Spiegelungen,
® X, Ax, 3 O fur bel. Vektor x epositiv,
O Ahnlichkeitstransformation
e B=UAU1 «U beliebig, aber invertierbar,
O Satz:
e Ahnliche Matrizen A und B haben gleiche Eigenwerte
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® X Eigenvektor von A> Ux Eigenvektor von B
® Beweis

[ ]
O Satz:
® Sei A symmetrisch. Dann ist A zu einer reellen Diagonalmatrix D ahnlich, wobei die
Transformationsmatrix U orthogonal ist:
e A=UDU mituTU=1
® Insbesondere sind alle Eigenwerte reell, der k-te Eigenvektor ist die k-te Spalte von U.
® Beweis: z.B. in [8]
O etwa bei Beispiel 2

°
O betrachten i.F. nur symmetrische Matrizen

® Analytische Berechnung von Eigenwerten und -vektoren:
O A nxn-Matrix, dann gilt fur ein % 0

°
® also Polynom der Ordnung n flircharakteristisches Polynom von A,
® hat n Losungen «davon kdnnen mehrere zusammenfallen,

O fur Beispiel 2

°
O Eigenvektor x als Losung des homogenen System
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1. Komponente willkuhrlich auf 1 setzé@n

Vektor normieren sLange 1, durch Multiplikation mit 0.38R7

°
® analog fur %

O Verfahren fur gro3eres n wenig brauchbar
® keine Lésungsformeln firn >4
e Nullstellensuche von Polynomen i.a. schlecht konditioniert
® QR-Verfahren:
O Grundidee:
® Transformiere A mit geschickt gewahltem unitéaren U
e A=UAUT
® so dass A' groRere Diagonal- und kleinere Nichtdiagonalelemente hat als A
e \Wiederhole, bis A' nahezu diagonal
O Prinzip des QR-Verfahrens
Mache QR-Zerlegung von A
Ao = Q R
neues AistA =R Q
dies ist eine Ahnlichkeitstransformation, denn

O im Beispiel
°

® nach 10 Iterationen wird aus B
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U eund somit die Eigenvektoren, erhalt man aus

nach 10 Iterationen

°
O Konvergenz-Beschleunigung durch Shift
® verschiebe Eigenwerte vor der QR-Zerlegungsym

°
schiebe hinterher wieder zurtick

sinnvoller Wert flrs : rechte untere Ecke von A

O im Beispiel
°

e schon nach 3 Iterationen erhalt man auf 4 Dezimalen die Ergebnismatrizen
e Symmetrische Hessenberg-Form:
O QR-Verfahren konvergiert erheblich schneller fur Tridiagonalmatrizen ssymmetrische
Hessenberg-Matrizen,

O kann durch Transformation mit n-2 Householdermatrizen «s. QR-Zerlegung, aus beliebiger
symmetrischer Matrix erreicht werden

°
O 1. Schritt mit folgendem Vektor v
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°
e folgende Schritte mit Teilmatrizen
O Beispiel
® 1. Schritt

°
® 2. Schritt
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[ ]
® Zusammen

[ ]
e Verallgemeinertes Eigenwert-Problem «VEP,:
O gegeben seien zwei nxn-Matrix A, B
O gesucht sind Zahl und Vektor X 0 mit
e Ax=| BX
O wichtiger Spezialfall: A, B symmetrisch, B positiv und nicht singulér
O dann auf normales Eigenwert-Problem zurtickfihrbar
® Cholesky-Zerlegung von B

e B=LLT
e dann gilt
o

O also:

e Eigenwertl und Eigenvektor x von £ A «L-1, T bestimmen
® | ist Eigenwert des VEP
e L1 T xist Eigenvektor des VEP
e Matlab-Funktionen:
O Loésung des Eigenwertproblems
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[U,D] = eig-A,
A=UDUT,UT U=1, D diagonal
Eigenwerte = Werte aus diageD,
e Eigenvektoren = Spalten von U
O Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems
e [U,D] = eig-A,B,
® Bedeutung wie bei eig
O Hessenberg-Matrix zu A
® [Q,H] = hesseA,
e A=QHQ" mitQT Q=1
e Anwendung auf Schwingungsprobleme:
O Bewegungsgleichung flur kleine Schwingungen «frei und ungedampft,

xst,: Vektor der Koordinaten, Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage
M: symmetrische, positive Matrix sMassenmatrix,

® C: symmetrische, positive Matrix «Steifigkeitsmatrix,
O Ansatz

°
o liefert

°
O also verallgemeinertes Eigenwert-Problem mit
e Eigenwertw?
® Eigenvektoit
O Loésung liefert Schwingung mit Eigenfrequemz 2p f
e Aufgaben:
O Aufgabe 15
O Aufgabe 16
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Numerische Integration

® |eistung eines Otto-Motors:
O vereinfachter Kreisprozess
® 1® 2 Kompression ohne Warmezufuhr eadiabatisch,
® 2® 3 Zundung® sehr schnelle Drucksteigerung, Warmezufuhr ndherungsweise bei
konstantem Volumen
® 3® 4 adiabatische Ausdehnung
® 4® 1 Druckminderung bei konstantem Volumen, Ausstol3en der Abgase, Ansaugen des
neuen Gemischs
O Darstellung von Druck tber Volumen ¢p-V-Diagramm,

°
O umschlossene Flache = abgegebene Arbeit W bei einem Umlauf
O Leistung P bei Motordrehzahl n

® Arbeitstakt nur jede 2. Umdrehung,
O realistischer mit Modell fir Verbrennungsvorgang
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([
® Problemstellung:
O berechne fir gegebene Funktion f und gegebene Grenzen a, b das bestimmte Integral

°
O Standardbeispiel im Folgenden

O im Bild
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([
O Wert
e | =0.535914332007100
e Trapezregel:
O Aufteilen des Intervalls [a, b] in N Teilintervallej[xxij+1] *Xo = a, X%y = b, der Lange

°
O Approximation von f auf einem Teilintervall {xX; + h] durch eine Gerade durch die
Randpunkte ¢ fex;,, und *Xi.q1, f*Xjs1,,

°
O Integralndherung auf dem Intervall
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([
O Naherung des gesamten Integrals durch Addition

°
O Genauigkeit OB, [8]

O im Standardbeispiel
°

h I T rel. Fehler

1%

1.000000e-01 0.62504156147227 1.663087¢-01

1.000000e-02 0.53605438650191 2.613375¢-04

1.000000e-03 0.53591569981964 2.552297¢-06

1.000000e-04 0.53591434568167 2.551634¢-08

1.000000e-05 0.53591433214385 2.551738¢-10

1.000000e-06 0.53591433200846 2.539420¢-12

1.000000e-07 0.53591433200717 1.282347¢-13

O Verfahren leicht auf unterschiedliche IntervallgréRen erweiterbar
® gut geeignet fur durch Messwerte gegebene Funktionen
e Simpsonregel:
O Idee wie bei Trapezregel, aber f durch Parabel approximieren
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([
Parabel durch Punkte bej,x; + h/2, % +h

°
® mity; =fex;,, yo =fex; + h/2,, y3 = fex; + h,
Integralndherung auf dem Intervall

°
Naherung des gesamten Integrals durch Addition

°
Genauigkeit Oeh, ¢!, [8]

im Standardbeispiel
([ J

71



h I rel. Fehler

1.000000e-01 0.47345537553892 1.165465¢-01

1.000000e-02 0.53591352330050 1.509022¢-06

1.000000e-03 0.53591433191739 1.673978¢-10

14

1.000000e-04 0.53591433200709 1.553732¢-14

1.000000e-05 0.53591433200710 2.693136¢-15

1.000000e-06 0.53591433200709 1.553732¢-14

® Verbesserung der Verfahren:
O hohere Polynom-Ordnung bringt nichts, da héhere Interpolationspolynome stark schwingen
O zwei versch. Ansétze
e Erhdhung der Ordnung durch Extrapolation
e feste Ordnung, aber Anpassung der Schrittweite
® Adaptives Simpson-Verfahren:
O Grundidee: Intervalle dort verfeinern, wo Teilergebnis ungenauer als vorgegebene Tableranz
O Fehler-Abschatzung auf einem Teilintervall der Breite h
® ein Simpson-Schrit® 1,
e |Intervall halbieren, zwei Simpson-Schri@e |,
® |[|,-1;1]|<d® Schritt ok

e sonst: Intervall halbieren und mit jedem Teilintervall weitermachen
O Ergebnis p kann noch verbessert werden durch Extrapolation
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O extrapolierter Wert hat hohere Fehlerordnung hierPQsh
O Gesamtfehler a priori schwer abschatzbar
® Einzelfehler kdnnen viel kleiner sein as
® Anzahl der Intervalle variabel
e Adaptive Integration am Beispiel:
O Standardbeispiel mit Genauigkdit 0.02

[ =0.200, r = 1.00®
=0.200, r = 0.60®
| =0.200, r = 0.40®
| =0.200, r = 0.30®
| =0.200, r = 0.25®
[ =0.250, r = 0.30®
[ =0.300, r = 0.40®
| =0.400, r = 0.60®
| =0.600, r = 1.00®

11 =0.4377, 12 = 0.5891 halbieren
11 =0.3168, 12 = 0.3775 halbieren
11 =0.2494, 12 = 0.0598 halbieren
11 =0.0254, 12 = 0.0848 halbieren
11 =0.0445, 12 = 0.0355 ok
11 =0.0403, 12 = 0.0391 ok
11 =0.0345, 12 = 0.0458 ok
11=0.1280, 12 = 0.1393 ok
11=0.2723,12 =0.2743 ok

O Ergebnis: | = 0.5350 «exakt: 0.5359,
O Verteilung der Intervalle

® Probleme bei der Integration:

O Pseudo-Singularitaten ssinex,/X,
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O Singularitaten am Rand
O Singularitaten im Interval® Integral aufspalten
O unendliche Intervalle
e Matlab-Funktionen:
O Integration mit adaptivem Simpson-Verfahren
® | = quadefun, a, b, tol,
O alternatives Verfahren, schneller bei glatten Funktionen und hoher Genauigkeit
® | = quadIsfun, a, b, tol,
O alternatives Verfahren, auch bei Singularitaten am Rand oder unendlichem Intervall
® | = quadgkefun, a, b, mit Standardgenauigkeit
® | = quadgkefun, a, b, 'AbsTol', tol, mit absoluter Genauigkeit tol
® | = quadgkefun, a, b, 'RelTol', tol, mit relativer Genauigkeit tol
O Berechnung des Integrals zu Messpunkten X, Y mit Trapezregel
® | =trapzeX.)Y,
® \Weitere Methoden:
O sukzessive Erhdhung der Ordnung durch Extrapolation s\Romberg-Verfahren,
O Wabhl von Stitzpunkten mit verschiedenem Abstand «Gaul3-Formeln,
O Integral als Losung der Differentialgleichung
o y =fex,y0,=a
® L3dsung bis yeb,
O Mehrfach-Integrale
® j.a. schwierig
® komplizierte Integrationsgebiete statt einfachem Intervall
® viele ganz spezifische Verfahren «z. B. Montecarlo-Integration,
e Aufgaben:
O Aufgabe 17
O Aufgabe 18
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=

LAosung von Differentialgleichungen

e Explizite Einschrittverfahren
® Steife Probleme
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Explizite Einschrittverfahren

e Schwingungstilger:
O Problem: schwach gedampftes System gerat durch auf3ere Anregung in starke Schwingungen
O Beispiele
® Lenksaule durch Motorvibrationen
® Prifmaschine durch Motorunwucht
e freie Treppe durch Ful3ganger
® Mast einer Windkraftanlage durch Rotorbewegung
O Abhilfe: Einbau eines Tilgers = zusatzliche schwingende Masse, die Schwingungsenergie
aufnimmt

o Dauerschwingungen von Masse und Tilger mit Standardverfahren der Schwingungslehre
berechenbar

°
O aber: wie stark schwingt der Tilger am Anfang <Einschwingverhalten,?
O ausprobieren mit Applet
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°
O Lé6sung der Bewegungsgleichung erforderlich
® Existenz und Eindeutigkeit von Losungen [11]:
O Anfangswertproblem
® Gesucht ist eine vektorwertige Funktion yet,, die die Differentialgleichung

I6st und die Anfangsbedingung

°
e erfiillt.
Satz von Peano:
e |st f stetig, so hat das Anfangswertproblem eine Losung «fur eine Umgebung,.von t
O Satz von Picard-Lindel6f
e Erfullt f die lokale Lipschitz-Bedingung

o

® dann hat das Anfangswertproblem eine eindeutige L6sung.
Hinreichend fir die Lipschitz-Bedingung ist die Existenz und Beschranktheit der partiellen

O

Ableitung
Beispiel
® Das Anfangswertproblem

O

([ J
® hat eu.a., die zwei Losungen

°
e Differentialgleichungen héherer Ordnung:

O lassen sich zuriickfiihren auf 1. Ordnung durch Einfiihren der niedrigeren Ableitungen als
zusatzliche Variable
O Beispielproblem

°
O £ als zweite Variable einfiihren

°
O dann erhalt man ein zweidimensionales System 1. Ordnung
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([ J
® mit der Anfangsbedingung

°
® Euler-Verfahren:
O schrittweise von einem Punkt yet, zu einem néchsten yet + h, vorantasten
O fir kleine Schrittweite h gilt in 1. Ordnung in h

°
O Beispiel "exponentieller Zerfall"

°
e mitl =0.1
O mit der konkreten Funktion fet,y, 4 -y

°
O schrittweise erhélt man die Naherungslésung zu

°
O im Bild
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([ J
® Methode von Heun:
O Verbesserung der Genauigkeit durch Mittelwert Giber mehrere Steigungen
O Mittelwert tber Steigung kbei t und k bei t+h

°
O Steigung K wie bei Euler direkt aus der Gleichung

°
O Steigung k bei t+h geschéatzt mit Eulerschritt

°
O im Beispiel "exponentieller Zerfall"

°
O im Bild
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([
O Vergleich mit Euler beih =5

°
® Genauigkeit des Heun-Verfahrens:
O Taylorreihe fir yet+h, bis zur 2. Ordnung in h

°
O Einsetzen der DGI®

([ J
O wobei die Argumente st, yst,, jeweils weggelassen werden
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O

Berechnen der Ableitung von f mit den partiellen Ableitungen

°
und der Kettenregel

o

°
ergibt

O

°
dagegen ist beim Heun-Verfahren, bis zur 2. Ordnung gerechnet

o

([
O Genauigkeit eines Schritts also 2. Ordnung in h
® Runge-Kutta-Verfahren:
O Mittelung Uber mehrere Zwischensteigunggndo dass hohe Ordnungen in h erreicht werden

O allgemeines Schema bei s Stufen

O bendtigte Werte
([ J

8; | Zwischenpositionen immer g =0

X

bj; | Bestimmen von kaus alteren k| untere Dreiecksmatri

¢i | Kombination der k

O angegeben als Butcher-Diagramm
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O etwa bei Heun

O "klassisches" Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

O Berechnung der Koeffizienten fur hdhere Ordnungen sehr aufwéndig
® Schrittweitensteuerung:
O Idee: passe Schrittweite h an Problembereich an

kleines h bei schnellen Anderungen
grof3es h bei Bereichen mit wenig Schwankungen

O Vorteile
® sehr viel schneller

lokaler Fehler an vorgegebene Genauigkeit tol anpassbar

O einfachstes Verfahren

1 Schritt mit h

2 Schritte mit h/2

daraus lokalen Fehlerabschatzen

e» tol® genaueren Wert nehmen, h lassen

e<tol® genaueren Wert nehmen, h vergréf3ern

e>tol® Wert nicht nehmen, h verkleinern und Schritt wiederholen

O viele Details missen geklart werden
® Anfangswert fiir h

Bereich flre, so dass h gleich bleibt
konkrete Vergrof3erung/Verkleinerung von h

® wie klein darf h werden ?
® Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren RKpeq,:
O effizientere Methode

Schritt h mit zwei Ordnungen p und q rechnen
daraus Fehlez abschatzen

O liefern neuen Wert der Ordnung p und Fehlerschatzung
O verwenden dafur jeweils im wesentlichen die gleichefiMerte

O Beispiel RK3¢2, von Bogacki und Shampine
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® Tableau fur den neuen Wert

°
® Berechnung des Fehlegserwendet neuen Wert yst+h,

[
O bestes bekanntes Verfahren RK5¢4, von Dormand und Prince
® Algorithmus von ode23 [1]:
O leicht vereinfacht
® einige mogliche Fehlersituationen nicht abgepruft
® Annahmeji >ty 23 0

Vorgaben

O

°
Anfangswert flr h

O

°
h-Schritt

e yet+h, unde mit RK3+2, berechnen
Prufen des lokalen Fehlers

O

O

ok £ Erel ®

y-Wert wird akzeptiert
k, = k4 ebraucht nicht neu berechnet zu werden,

Berechnung des neuen h

O
e 6 o o

[ ]
® Matlab-Funktionen:
O rechte Seite fet,y, der Differentialgleichung
® als Matlabfunktion erstellen
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® Ergebnis ist ein Spaltenvektor!

O diverse DGL-Solver
® o0de23, ode45, odell3, odelbs, ode23s, ode23t, ode23tb
® sinnvoller Standardsolver: ode45

O Aufruf jeweils

® [t,y] = odeXYefunc, tSpan, y0 [,options],;

® mit
o

func

Funktion ft,y,

tSpan = [tO t1]

Start- und Endzeit

y0 Vektor mit Startwerten yst0,

options optionale Struktur mit Optionen

t Ergebnisvektor mit Zeiten t

y Ergebnismatrix mit Funktionswerten Yt

eine Spalte pro Komponente von y

O Verandern der Standardoptionen
® options = odesete'namel’,valuel,'name2'valuez,...,
® einige Optionen

O Aufgabe 19
O Aufgabe 20

[ ]
Name | Standardwert Bedeutung
RelTol | 1e-3 relativer Fehler
AbsTol | 1e-6 absoluter Fehler
Refine | 1 Faktor fur zusatzliche Ausgabezeitpur
Stats | 'off’ Ausgabe von Statistikdaten bei 'on'
e Aufgaben:
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Steife Probleme

e Steifer Tilger:

O betrachtet wird wieder das System aus Schwinger und Tilger von oben

O was geschieht, wenn die Feder zum Tilger immer steifer wird «d.h. ihre Federkonstante und
Dampfung nehmen stark zu,?

O Erwartung

® Tilger und Schwinger sind quasi "fest" miteinander verbunden

® Schwinger bewegt sich wie ohne Tilger ¢bis auf dessen kleine Zusatzmasse,

® Tilger bewegt sich in festem Abstand mit dem Schwinger mit
O Ergebnis der Simulation

® Schwinger und Tilger schwingen genau im Takt, minimaler Unterschied

85



([
O aber: Rechenzeit des Solvers *0de45, ist dramatisch angestiegen «Faktor 300!,
e Schrittweiten beim Beispiel "Radioaktiver Zerfall":
O System gegeben durch

°
e mitl <0
i. F. grundlegendes Beispiel
O Simulation mit adaptivem Solver ode45 mit verschiedenen Genauigkeiten tol und fir
verschiedene Werte des Paramelers
O Zeitbereich jeweils von t = 0 bis t = 60
O gemessen wird Zahl der Zeitschritte mit lengthst,

O Ergebnisse
°

O

tol le-3 | 1le-4| 1le-5 1le-§
-1

0.1 |45 53 69 81

10 | 773 | 793 | 809 | 817

1000| 72365 72381 72401 724p9

O 1. Beobachtung:
® Zahl der Zeitschritte steigt nur langsam mit tol
® Ursache: einfache glatte Losungsfunktion éxpe
O 2. Beobachtung:
® Zahl der Zeitschritte wachst stark fur sbetragsmafig, grbRes

86



e unverstandlich, denn Lésung ist im Rahmen der geforderten Toleranz fast = 0!
O typisches Verhalten "steifer" Systeme
® Untersuchung der Ursache beim Eulerverfahren:
O Eulerverfahren liefert fir N-ten Zeitschritt

°
O furhl < -1 wechselndes Vorzeichen
O firhl < -2 sogar betragsmafiig exponentieller Anstieg
O also fur gro3es negatives
® LOdsung ist vollig harmlos «i.w. = 0,
e Verfahren funktioniert nur fir sehr kleine Schrittweiten
O é&hnliches Verhalten bei allen bisher behandelten Verfahren
O Grundproblem:
® winzig kleine Stérungen erzwingen winzige Schrittweiten
® ® lange Rechenzeiten
® ® ungenau wegen Aufschaukeln kleiner Fehler
e A-Stabilititsgebiet eines Solvers:

O Bereich fir z = H «als komplexe Variable gedacht,, in dem ein Verfahren fur das Beispiel eine
nicht-ansteigende Losung liefert, d.h. es gilt

°
O Beispiel Euler

°
O Beispiel Heun

O im Bild
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[ ]
® Implizites Eulerverfahren:
O bei Euler: Ableitung am Startpunkt

® bei exponentiellem Abfall dort noch zu gréR UberschieRen
O statt dessen: Ableitung am Endpunkt

°
e dort Ableitung schon klei® ok

O Problem
® gesuchte Grofe yet + h, auf beiden Seiten der Gleichung enur implizit gegeben,
e stehtin Funktion ® Auflésung eines nichtlinearen Gleichungssystems notig
® jterativ, etwa mit Newton emehrdimensional - i. a. sehr aufwandig!,
e Vorteil: guter Startwert der Iteration vom letzten Zeitschritt

O im Beispiel einfach explizit auflésen

°
O Ergebnis ful = 1000 und Schrittweite 0.01
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([ J
O Stabilitatsgebiet

°
e im Bild

([ J
® insbesondere fir alle< O stabil
® auch fur vield > 0 stabil sunerwiinscht!,
e Implizite Verfahren héherer Ordnung:
O Trapez-Verfahren «2. Ordnung,
® Integriere Differentialgleichung
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Uber [t, t+h]®

°
® mit der Trapezregel
® Stabilitatsgebiet: Imez, < 0 soptimal,
O weitere Verfahren als Runge-Kutta-Schema mit vollbesetzter Matrix B
O Newton-Verfahren zur Lésung
® braucht Jacobimatrix J der Differentialgleichung

°
® alternativ Ableitung numerisch néhern
® Beispiel van-der-Pool-Oszillator:
O gegeben durch

[ ]
O als System

°
O zugehdrige Jacobimatrix

[

O in Matlab
® [Funktionen fet,y, und Jet,y, definieren
® Jacobimatrix als Option bekanntmachen
® options = odesete'Jacobian’, J,;
® mit steifem Solver l6sen, z.B. odel5s

e Aufgaben:
O Aufgabe 21
o Aufgabe 22
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Aufgaben

}.........Q............

Aufgabe 1
Aufgabe 2
Aufgabe 3
Aufgabe 4
Aufgabe 5
Aufgabe 6
Aufgabe 7
Aufgabe 8
Aufgabe 9
Aufgabe 10
Aufgabe 11
Aufgabe 12
Aufgabe 13
Aufgabe 14
Aufgabe 15
Aufgabe 16
Aufgabe 17
Aufgabe 18
Aufgabe 19
Aufgabe 20
Aufgabe 21
Aufgabe 22
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Aufgabe 1

e Berechnen Sie die FlieRkommanaherung flex, der Zahlen 8.03125 , ¥ = 10000 und ¥ = 0.2
O fir eine Numerik mib = 10, t = 3, &in =-3, €nax = 3
O fir double-Werte gemalf IEEE 754

O Geben Sie die genaue Bitdarstellung «der Ubersichtlichkeit wegen hexadezimal, der Werte aus
b. an.

® [Osung
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Aufgabe 2

e Verwenden Sie die Taylorreihe der Exponentialfunktion

o)
um die Werte von expex, und expe-x, fur x = 10 zu bestimmen. Probieren Sie verschiedene Werte fir

N und untersuchen Sie die erhaltenen relativen Genauigkeiten.
® Vergleichen Sie mit dem Verhalten bei x = 20. Was geschieht?
Wie kdnnte man den Wert fur expe-Xx, genauer bestimmen?
® [Osung
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Aufgabe 3

e Bestimmen Sie die LU-Zerlegung der Matrix

o)
durch Ausfuihren des Gauf3schen Algorithmus mit Spalten-Pivotisierung mit dem Taschenrechner.
Runden Sie dabei alle Zwischenergebnisse auf 4 Dezimalen. Uberpriifen Sie explizit, dass
O LU=PA
e Verwenden Sie das Ergebnis aus a., um die Losung der Gleichung Ax = b fiir b = «89, -1BZu449,

bestimmen. Vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis x = «4,™:, Wie groR sind der relative
Fehler und das Residuum?

® [ Osen Sie das Problem nun mit Matlab emit voller Genauigkeit,. Bestimmen Sie auch hier Fehler und
Residuum sowie die Konditionszahl von A. Ist die Ungleichung

o}
erflllt? Stimmt sie auch fur die Ergebnisse von b. ?
® [Osung

=
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Aufgabe 4

e Bestimmen Sie die Balkenkrafte fir das Fachwerk vom Anfangsbeispiel. Wie groR3 ist die
Konditionszahl der Systemmatrix?
® Der Abstand zwischen den Gelenken 2-3 und 5-6 sei um einen Faktor L gré3er als vorher:

o}
Stellen Sie das zugehoérige Gleichungssystem auf und lésen Sie es fur L = 1000. Wie grof3 ist nun die
Konditionszahl des Systems?
® [Osung
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Aufgabe 5

o Ermitteln Sie die Nullstelle der Funktion

o}
® im Intervall [0.107, 0.28] auf 5 Dezimalen
O mit dem Bisektionsverfahren,
O mit dem Sekantenverfahren,
O mit dem IQI-Verfahren,
® Fihren Sie alle Verfahren schrittweise durch. Naturlich lasst sich alles mit dem Taschenrechner
erledigen, es geht aber deutlich schneller, wenn Sie sich kleine Hilfsfunktionen in Matlab schreiben,
die jeweils einen einzelnen Bisektions-, Sekanten- oder 1QI-Schritt durchfihren.
® | 6sung
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Aufgabe 6

e Stellen Sie die Kraftebilanz fir das Eingangsbeispiel sFeder-Masse-System, auf und verifizieren Sie
die angegebene Gleichung.

e Schreiben Sie je eine Matlabroutine fur das Bisektions- und das Sekantenverfahren und bestimmen
Sie damit die Gleichgewichtsposition fiir c =20 N/m, m=1kg, |=0.3m, g = 9.81 m/s
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit dem der fzero-Funktion von Matlab.

® Reduzieren Sie die Zahl der Parameter durch geschickte Umformung und Definition neuer
HilfsgroRen von 4 auf 1. Bestimmen Sie die Gleichgewichtsposition fur ¢ = 40 N/m, m =6 kg, | = 0.9
m, g =9.81 m/&. «ohne erneutes Ldsen der Gleichung,.

® | Osung
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Aufgabe 7

e | Osen Sie Aufgabe 5 mit dem Dekker-Brent-Verfahren auf 4 Dezimalen Genauigkeit.
® [Osung
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Aufgabe 8

® Gesucht ist die Gleichgewichtsposition einer Masse zwischen zwei Federn wie in Aufgabe 6, wobei
diesmal die Federn unterschiedliche Ruhelanggril, haben :

O

O Stellen Sie die Kréaftebilanz auf und zeigen Sie, dass sich die Gleichgewichtsposition ¢x, v, als

Lésung des folgenden Systems ergibt:
°

O Bestimmen Sie die Lésung fir die Werte
® c=20N/m,m=1kg,g=9.81n¥/sL=0.3m, L3 =0.25m,l, =0.2m
O Mit den Ruhelangen L =L, = 0.5 mund c = 70 N/m gibt es mehrere

Gleichgewichtspositionen. Wie viele? Berechnen Sie sie.
® | Osung

1=
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Aufgabe 9

® Gegeben seien folgende Punkte:
o x;=[1,2,3,4,5,y=1[1,2,1, 1, 4]
O Bestimmen Sie das Interpolationspolynom durch diese Punkte.
O Berechnen Sie die Spline-Interpolationsfunktionen
1. als naturlichen Spline,
2. als not-a-knot-Spline.
® [Osung
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Aufgabe 10

e Bestimmen Sie mit Matlab zu den Daten aus cp.dat das Interpolationspolynom. Plotten Sie in einem
Diagramm die Messpunkte, die lineare, Polynom- und Spline-Interpolation.
® Wie groB ist der g-Wert bei t = 15 °C fur die einzelnen Interpolationsverfahren?

® | Osung
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Aufgabe 11

e Bestimmen Sie die Ausgleichsparabel 2. Ordnung zu den Messwerten
o xj=[1,2,3,4,y=1[3,2,3,7]
e indem Sie die Schritte des Verfahrens nachvollziehen:
O Aufstellen des Uberbestimmten Gleichungssystems
O QR-Zerlegung der Systemmatrix *mit Matlab oder "per Hand",
O Lo6sen der Normalengleichung und Angabe des Polynoms
® Plotten Sie die Punkte und das Polynom in einem Diagramm.
® | 6sung
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Aufgabe 12

® Berechnen Sie mit Matlab zu den cp-Messwerten von Wasser »s. cp.dat, die Ausgleichspolynome 1. -
4. und 8. Ordnung. Plotten Sie die Daten und die Ausgleichskurven in einem Diagramm. Welche
Kurve erscheint Ihnen am besten geeignet?

® Wiederholen Sie a. fur die 4. Ordnung, wobei Sie zusatzlich zu den Messwerten noch deren
Messgenauigkeites); verwenden es. cps.dat,. Vergleichen Sie die Ergebnisse aus a und b.

® | Osung
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Aufgabe 13

e Die Datei stoerung.dat enthélt die Messwerte der Stérschwingung des Eingangsbeispiels in der Form
O Zeitwert [s] Messwert [mm]

® Reproduzieren Sie mit Matlab daraus das abgebildete Leistungsspektrum.

® Wie grol} ist die Nyquist-Frequenz? Gibt es Probleme mit Aliasing?

® | 6sung
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Aufgabe 14

e Zur Umsetzung einer Drehbewegung in eine Schubbewegung kann ein Schubkurbelgetriebe
verwendet werden:

o)

O Bestimmen Sie die Ortskurve xst, des Endpunkts Q bei konstanter Antriebsfregueeilz
plotten Sie sie fur die Werte= 0.4 und = 0.99, wobel :=14/l, das Schubstangenverhaltnis
bezeichnet.

O Bestimmen Sie das Spektrum der Schubkurbelschwingung fir die beiden Werte von
Experimentieren Sie mit den Werten fiir die Messzeit T und die Zahl N der Punkte. Welche
Werte sind minimal zu wéhlen?

® | 6sung
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Aufgabe 15

e Fihren Sie das QR-Verfahren mit folgender Beispielmatrix durch:

o)
® |[terieren Sie jeweils solange, bis die Matrix "hinreichend diagonal” ist, konkret, bis

o}
e mite=10*
® Wie viele Schritte sind notig
O ohne Shift,
O ohne Shift, aber mit vorheriger Hessenberg-Transformation smit Matlabs hess-Funktion,,
O mit Shift ?
® Vergleichen Sie jeweils die erhaltenen Eigenwerte und Eigenvektoren mit dem von Matlab
berechneten Ergebnis.
® | 6sung
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Aufgabe 16

e Um die Eigenschwingungen des Beispiel-Fachwerks zu berechnen, werden die zweidimensionalen
Auslenkungen der vier Knotenpunkte zu einem Vektor zusammengefasst:

o)
e Die Bewegungsgleichung kann dann wie Ublich geschrieben werden als

o)
e wobei die Matrizen gegeben sind durch

e}

® Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen des Fachwerks firm=1kgundc=1
N/m.

® Zeichnen Sie die 1. Eigenschwingung ein, indem Sie die zweidimensionalen Verschiebungsvektoren
an den Knotenpunkten eintragen eper Hand oder mit Matlab,. Skizzieren Sie ebenso die 2.
Eigenschwingung ein einer zweiten Zeichnung,.

® | Osung
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Aufgabe 17

® Berechnen Sie das Integral

O

e mit Hilfe des adaptiven Simpson-Verfahren fir eine Genauigkei®.01. Geben Sie die
verwendeten Zwischenpunkte an.
® [Osung
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Aufgabe 18

e Bestimmen Sie die Leistung des Ottomotors vom Eingangsbeispiel bei einer Drehzahl von 3000
U/min fir folgende Werte:

o
Punkt | V [dm 2] | p [bar]
1 1.000 1.000
2 0.125 18.379
3 0.125 43.979
4 1.000 2.393

Die Kurven 1® 2 und 3® 4 werden jeweils durch die Adiabatengleichung beschrieben
o p VK =const.
wobei der Adiabatenkoeffizient den Wért 1.40 hat.
e \Wiederholen Sie a., wobei die Kurver®23 und 3® 4 ersetzt werden durch folgende Kurve peV,:

® [Osung
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Aufgabe 19

® | Osen Sie das Anfangswertproblem

O

e firw =8 bis zur Zeit{ = 0.5, indem Sie den obigen Algorithmus von ode23 fir einen relativen
Fehlere,q = 0.1 durchspielen.

® Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem von Matlabs Solver ode23.
® | Osung

110



Aufgabe 20

® Ein System aus schwingender Masse und Tilger sei durch folgende Werte beschrieben:

mq, =5Kkg
m, = 0.5 kg
¢y =10 N/m
Cco, =1N/m
b; =0.1 Ns/m
O by =0.1 Ns/m
e Durch Bodenvibrationen ust, wird auf den Schwinger eine harmonische Kraft Fet, Gbertragen:

O O O O OO0

o)
® Die Bewegungsgleichung des Systems lautet

o}

® Anfangswerte kbnnen zu 0 angenommen werden.

e Bestimmen Sie die Amplitude der Dauerschwingung vgnofme und mit Tilger sowie die grofite
Auslenkung des Tilgers.

® | 6sung
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Aufgabe 21

® Berechnen Sie die Losung der van-der-Pool-Gleichung

o}
e fiir m= 10 und die Anfangsbedingung x<0, =#1s0, = 0 flr t = [0 60] in festen Schritten h = 0.01.
Verwenden Sie dazu
O den Solver ode23t ohne explizite Angabe der Jacobimatrix,
O den Solver ode23t mit expliziter Angabe der Jacobimatrix,
O einen eigenen Solver, der die Trapezregel mit Newtonverfahren implementiert. *,
® | Osung
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Aufgabe 22

® |Integrieren Sie das System aus Aufgabe 20 bis te = 2 s. Verwenden Sie zunachst die dort
angegebenen Parameterwerte und die Solver ode45, odel5s und odel13. Wie groR3 sind jeweils die
bendtigte Rechenzeit und die Zahl der benutzten Schritte? VergréResmBid b, sechsmal um

einen Faktor 10 und wiederholen Sie jeweils die Untersuchungen.

® Um die Genauigkeit der Ergebnisse zu vergleichen, benutzen Sie die Werte bei t = te als Startwerte
und rechnen Sie von te bis 0 zurtick. Geben Sie jeweils die Abweichung vdendMasse des

Schwingers, vom Anfangswert O an. Konnen Sie das Ergebnis erklaren? «*
® | 6sung
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Relativer Fehler beim linearen Gleichungssystem

® Sei A eine nicht-singulare n x n -Matrix, b ein n-elementiger Spaltenvektor. Fir das Gleichungsystem
O Ax=bhb
seiZx eine Naherungslésung mit dem Residuum r. Dann gilt flr den relativen Fehler

o}
® Beweis
O Nach der Definition des Residuums gilt

°
O Subtraktion der beiden Gleichungen und Linksmultiplikation mit Wefert

(]
O Daher
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Bestimmung der Koeffizienten flr kubische Splines

® Das Polynom ReXx, zwischen den Punkten gxyy, und *X,.1, Yk+1, S€i gegeben durch

e)
wobei wieder

o

Seine Ableitungen lassen sich leicht berechnen zu
o}

Durch Einsetzen prift man sofort nach:

o)
® Setzt man in die Stetigkeitsbedingung der 2. Ableitungen

o}
die explizite Form von ' ein, erhalt man nach einfachem Sortieren der Terme das lineare

Gleichungssystem fir die M

0
® Fir natirliche Splines gilt

o)
Einsetzen der expliziten Form von 'Pliefert sofort die angegebenen Beziehungen
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o)
® Ebenso erhalt man fir "Not-a-Knot"-Splines aus den Bedingungen

o)
durch Einsetzen in die explizite Form vop"Pdie Gleichungen
o)
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Herleitung der Normalengleichung

® Sei A eine mxn-Matrix em > n, von maximalem Rang n, b ein m-Vektor. Dann gibt es genau einen
n-Vektor x, der den quadratischen Fehledes linearen Gleichungssystem

O Ax=bhb

® minimiert. Er ist gegeben als Losung der Normalengleichung
o sATAx=ATbD

® Beweis:
O Statt r, kann man auch,® minimieren. Es gilt

([
O in Komponenten

[ ]
O Notwendige Bedingung fur ein Minimum ist, dass die Ableitung verschwindet, also

°
O wobei der letzte Schritt aus der Symmetrie van Afolgt:

°
O Man erhalt also

°
O bzw. in Matrix-Schreibweise

o ATAX=ATD
O Hinreichende Bedingung fiir ein Minimum ist die positive Definitheit der 2. Ableitung. Nun ist

°
o Die Matrix AT A ist aber positiv definit, da sie positiv ist und maximalen Rang n hat.
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Lésung der Normalengleichung

e Die Losung von
O Ry x=b

® st auch eine Losung der Normalengleichung
o sATAx=ATbD

® Beweis:
O Mit Hilfe der Zerlegungen

°
O rechnet man nach
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Aufteilungsschritt beim FFT-Verfahren

e Mit der Abkiirzung

e}
e kann man fir gerades N die Summe in gerade und ungerade Indizes aufspalten

o)
e Fir halb so viele Werte ist der Faktor bei der Fouriertransformation gerade

o)
® alsoqiltfurk=0,..N/2-1

o)
® mit den Fouriertransformationen?y, der Werte %, mit geradem Index bzw.%,;, der Werte %,+1

mit ungeradem Index.
® Fir k> N/2 -1 schreiben wir

e
® Nun ist aber

o)
e also folgt sofort

o}
® Man hat nun als Operationen fir die Fouriertransformation von N Punkten 2 Fouriertransformationen
fir N/2 Punkte sowie je eine Multiplikation und Addition pro Index k, zusammen

o
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Zahl der Operationen beim FFT-Verfahren

e |st N eine Zweierpotenz ist, so betragt die Zahl der Operationen «Multiplikationen und Additionen,
beim FFT-Verfahren

o)
® Beweis:

O Aus der Aufspaltung der Fourierreihe in je eine Fourierreihe fir gerade und ungerade Indizes
ergab sich die Rekursionsbeziehung

°
O Induktionsanfang:
O Fir N = 1 ist die Fourierreihe einfach
® Xo =Xo
O also gilt
® opsel, =0 =2*1*log-1,
O Induktionsschritt:

O Mit der Rekursionsformel und der Induktionsvoraussetzung erhélt man durch einfache
Rechnung
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Matlab-Beispiele

}...Q..........OQ...........Q....OQ

kap04.m
plotZeros.m
solveNewton.m
testNewton.m
ex01l.m
ex02.m
ex03.m
runde.m
ex04.m
ex05a.m
bisektionsSchritt.m
ex05b.m
sekantenSchritt.m
ex05c.m
igiSchritt.m
ex06.m
ex07.m
ex08b.m
ex08c.m
ex09.m
ex10.m
ex1ll.m
exl2.m
ex13.m
exl4.m
exl5.m
ex16.m
exl7.m
ex18.m
ex19.m
ex20.m
ex21l.m
ex22.m
odeTrapez.m
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kap04.m

% Nebenrechnungen zu Kapitel 4

%% Standardbeispiele

F1 = @ex, tanex, - x.*l0g+0.1*x,;
x0 =4.3;

x1=5.5;

F2 = @-x, signex - 2,.*sqrteabsex - 2,,;
x02 = 0.5;
x12 = 3.5;

% Berechnen der Ableitung mit der Symbolic Toolbox
% auskommentieren, falls Toolbox vorhanden ist
%syms X

%f1 = tanex, - X.*l0og0.1*x,;

%diffef1,

%% Bisektionsverfahren

a = x0;

b =x1;

sa = signeFlea,,;

sb = signeF1eb,,;

fprintfe'€nBisektion€n’,

fprintfe'%f %f %f %fEn€n', a, b, Flea,, Fleb,,;

while b - a > eps*abs-a,
Xxm=-ea+b,/2;
fprintf'%18.15f %18.15f %18.15f %+9.2e€n’, a, b, xm, Flexm,,;

sm = signeF1lexm,,;
if sm==sa
a=xm;
else
b =xm;
end
end

%% Newtonverfahren

F1diff = @<x, tanex,*2-log*1/10*x,;
F2diff = @ex, 1./*2*sqrteabsex - 2,,,
xLast = 0;

X = X0;

fprintfe'€nNewton€n’,
fprintfe'Beispiell€n’,
fprintfs'%18.15f€n’, x;
while absex - xLast, > eps*absex,
xLast = x;
X = X - Flex,/F1diffex,;
fprintfs'%18.15f€n’, x,;
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end

fprintfe'Beispiel2€n’,
x = x02;
for k=1:5
xLast = x;
X = X - F2ex,/F2diffex,;
fprintfe'%18.15f€n', x,;
end

%% Sekantenverfahren
xl = x0;
xll = x1;

fprintfe'€nSekantenverfahren€n’,
fprintfe'Beispiel1€n’,
fprintfe'%18.15f€n', xll,;
fprintfe'%18.15f€n", xl,;
while absexl - xll, > eps*absexl,
m = eF1exll, - Flexl, /exIl - xI;;
X = XI - Flexl,/m;
xll = xl;
Xl =x;
fprintfe'%18.15f€n', x,;
end

%% Inverse quadratische Interpolation
xlll = x0;

xll = x1;

xI =ex0 + x1,/2;

fprintfe'€nlQI€N’,

fprintfe'Beispiel1€n’,

fprintfe'%18.15f€n’, xlll;;

fprintfe'%18.15f€n', xll,;

fprintfe'%18.15f€n', xl,;

while absexl - xll, > eps*absexl,
xi =[x xI x1];

yi = Flexi,;

A = [yi."2, yi, ones*3,1,];

para = A € xi;

xll = xll;

xll = xl;

x| = parae3,;

fprintfe'%18.15f€n’, paras3,,;
end

%% und schlieRlich mit fzero
fzeroeF1, 4.8,

options = optimsete'Display’, 'iter’,;
fzeroeF1, 5.5, options,

1=
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plotZeros.m

function plotZeros«f1, f2, xvals, yvals,

% zeigt einen 3d-Plot von f1 und f2 sowie die Schnittlinien

% mit der xy-Ebene

% Parameter:

% f1, f2: Funktionen zweier Veraenderlicher
% xvals, yvals: x/y-Werte zum Plotten

[X,Y] = meshgridexvals, yvals,;
Z1=11X,Y,;
Z2 = 12X, Y,;

subplote1,3,1,

viewe[-20 42],;

holds'on’,;

surface+X,Y,Z1,'EdgeColor',[.8 .8 .8],'FaceColor','none’,
contoureX,Y,Z1,'LevelStep',1000, 'LineWidth',2,;
colormape'gray’,

holds'off',;

subplote1,3,2,

viewe[-20 42],;

holds'on’,;

surface+X,Y,Z2,'EdgeColor',[.8 .8 .8],'FaceColor','none’,
contoureX,Y,Z2,'LevelStep',1000, 'LineWidth',2,;
colormape'gray’,

holds'off',;

subplote1,3,3,

holde'on’;;

contoureX,Y,Z1,'LevelStep',1000, 'Color’, 'blue’,;
contoureX,Y,Z2,'LevelStep',1000, 'Color’, 'red’;;
hold+'off',;

setegcf, 'Position’, [1 1 900 400],;

1=
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solveNewton.m

function x = solveNewtoneF, DF, x0, tol,

% uses the Newton method to solve Fex, =0

% F  function handle, x, F are vectors of the same length
% DF  Jacobian of F «dF/dx,

% x0 start value of iteration

% tol relative tolerance of result

X = X0;
err = realmax;

while err > tol

A = DFex,;
b = -Fex,;
z=A€Db;

xNeu =X + z;
err = normexNeu - x,/normex,;
X = XNeu;

end
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testNewton.m

% Beispiel zur Benutzung von solveNewton

% Beispielfunktion F = 2d-Funktion mit 2d-Argument
fl = @x,y, X."2 + y."2 - 6;

f2 = @X,y, X."3 - y."2;

F = @eX, [fleXel1,, Xo2,,; f2eXe1,, Xo2,];

% Jacobimatrix DF = 2x2-Matrix-Funktion mit 2d-Argument
fix = @+Xx,y, 2*X;
fly = @y, 2*y;
f2x = @+Xx,y, 3*x."2;
2y = @xy, -2*y;
DF = @+X, [flxeXe1,Xs2,,, flysXel, Xs2,,:...
f2xeXe1,,Xe2,,, f2yeXe1,X*2,];

% Startwert
x0 =[1; 1];

% Losen mit Skript
x = solveNewtoneF, DF, x0, 1e-6,
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ex01l.m

function ex01e,
% Ldsung von Aufgabe 1

x1 = 0.03125;
X2 = 10000;
x3=0.2;

% Teil b

x2hex = dec2hex+10000,
x3hex = dec2hexeroundex3*2°52,,

digits+40,

q =vpa*'l/16';

sl =sumeq.M1:12,,;

fI3 =<1 + 9*s1 + 10*q"13,/8

% Teil c

format long

[E1l, M1] = getFloatPartsex1,;
[E2, M2] = getFloatPartsex2,;
[E3, M3] = getFloatPartsex3,;

fprintfe'EL: %d = %s_16, M1: %s€n', E1, dec2hex<E1,, dec2hexsM1,,;
fprintfe'E2: %d = %s_16, M2: %s€n', E2, dec2hex<E2,, dec2hexM2,,;
fprintfe'E3: %d = %s_16, M3: %s€n', E3, dec2hex+E3,, dec2hexsM3,,;

% Ausgabe als Hex-Zahlen liefert die Binardarstellung

% daraus lassen sich E und M jeweils ablesen, werden aber i.f. auch
% berechnet

format hex

x1

X2

x3

format long

%
function [E, M] = getFloatPartsex,

% gibt Exponent und Mantisse der IEEE-Darstellung von x eals ganze Zahlen,
[f.e] = log2ex,;

E=1023 +e-1;

M = pow2e2*f-1,52,;

1=
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ex02.m

function ex02e,
% Ldsung von Aufgabe 2

fprintfe'x N errexpex, errexpe-x, errl/expsx.€n';

x = 10;
N = 30;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

N = 40;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

N = 50;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

X = 20;
N = 30;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

N = 50;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

N =70;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

N =100;
[errl err2 err3] = getexperrorsex, N,;
fprintfe'%3.1f %3d %2.4e %2.4e

%

%2.4e€n', x, N, errl, err2, err3,;

%2.4e€n', x, N, errl, err2, err3,;

%2.4e€n', x, N, errl, err2, err3,;

%2.4e€n', x, N, errl, err2, err3,;

%2.4e€n', x, N, errl, err2, err3,;

%2.4e€n', x, N, errl, err2, err3,;

%2.4e€n', X, N, errl, err2, err3,;

function [errl err2 err3] = getexperrorsex, N,

% berechnet die relativen Fehler fiir expex, und expe-x,,

% wenn die Taylorreihe bis N verwendet wird,

% sowie von expe-X, = 1/expex, mit dem Néherungswert flr expex,.
% Verwendet Matlabs exp-Funktion als Vergleichswert

k = O:N;

% expex,

terms = ex.”k,./factorialek,;
expTaylorl = sumsterms,;
expExactl = expex,;

errl = abseexpTaylorl - expExactl,/expExactl;

% expe-X,
terms = ee-X,.”k,./factorialek,;
expTaylor2 = sumsterms,;
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expExact2 = expe-x,;
err2 = abseexpTaylor2 - expExact2,/expExact2;

% 1/expex,

expTaylor3 = 1/expTaylorl;

expExact3 = expe-x,;

err3 = abseexpTaylor3 - expExact3,/expExact3;

1=
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ex03.m

% Ldsung von Aufgabe 3
%% a.
r = @ex, rundeex, 4,;

A =[50 -2091; -29 -59 10; 110 90 81];
P1=[001;010;100]
Al =P1*A

ql =reAle2,1,/A1-1,1,

z2 = reAle2,:, - reql*Alel,:,,,;
g2 = reAl<3,1,/A1-1,1,,

z3 = reAle3,;, - req2*Alel,:,,;
A2 =[Al-1,;,; z2; z3]

P2=[100;001;010]
A3 = P2*A2

3 = reA33,2,/A32,2,,

23 = r°A3e3,;, - req3*A3+2,:,,,;
U =[A3-1,;,; A32,:,; 23]

L=[100;9210;919g31]
P =P2*P1

P*A

reL*U,

%% b.
x=[41-1];
b =[89 -185 449]";

c=P*%

yl =cel,

Y2 =reCe2, - reLe2,1*y1,

y3 = reCe3, - reLe3,1,*y1, - reLe3,2,*y2 ;
y=[yly2y3]

X3 =rey3,/U*3,3,,;

X2 = rersye2, - reUe2,3,*x3,,/U*2,2,,;

X1 = rersyel, - reUe1,2,*x2, - reUe1,3,*x3,/U*1,1,,;
xS = [x1 x2 x3]'

rB = normeA*xS - b,
eB = normex - xS,/normex,

%% c.

[L, U, P] = lueA,
y =L € «P*h,
xSc=U€y

rC = normeA*xSc - b,
eC = normex - XSc,/normex,
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condA = cond-A,

rhsC = condeA,*rC/normeb,
rhsB = cond+A *rB/normeb,

1=
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runde.m

function y = runde-x, n,

% rundet x auf n Dezimalstellen
el0n = 10"en-1,;

S = signex,;

X = absex,;

€10 = 10.7+floorelog10eX,,,;

m10 = x./el0;

m210 = myroundsm10*e10n,/e10n;
y =s.*m10.*e10;

yefindeisnaney,,, = 0; % NaN bei 0O-Werten durch 0 ersetzen
%

function y = myroundex,
% Ersatz fir Matlab's round mit "round to even"

y = roundex,; % normales Runden

idx = findesabsey - x - 0.5,./absey, < 1e-10, & *modsy, 2,==1,,;
yeidx, = yeidx, - 1;
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ex04.m

% Ldsung von Aufgabe 4

%% a.

1/sqrte2,;

a
A

[0100-a-1 00 0;.
0010a000O0;,..

0000010-10;.

00000010 0.

00000001 a..

0001a000-a;.

0000a010 a,..

a00-100000;

a01000000]

0150200000 0]

b=
f=A€b
condA

condeA,

%% b.

L=

1000;
s=1/sqrteL"2 + 1,;

c = L/sqrteL"2 + 1,;

1/sqrte2,;

a=

[0100-c-100 0.
0010s00O0O;.

A=

0000010-10;.

00000010 0.

00000001 a,..

0001cO0O0O0-a..

0000s010a;..

a00-100000;

a01000000]

0150200000 0]

b=
f=A€b
condA

condeA,
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ex0b5a.m

function ex05ae,

% Ldsung von Aufgabe 5a
f= @ex, sine1./x,;
a=0.107; b =0.28;

x =0.1:0.0001:0.3;

y= foX’;

sete0,'defaultfigurecolor','white’,;

plotex, y, 'b-', x, 0*x, 'k-', [a b], fe[a b],, 'k*',
holds'on’,

while <b-a > 1e-5,
Xxm =-ea+ b,/2;
plotexm, fexm,, 'r*',
[a, b] = bisektionsSchrittef, a, b,;
fprintf'[%210.6f %10.6f]€n', a, b,;
end
holde'off',

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild81.png',;
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bisektionsSchritt.m

function [al, b1] = bisektionsSchrittef, a, b,

% macht einen Schritt des Bisektionsverfahrens fiir die Funktion f
% ausgehend vom Intervall [a, b].

% Liefert das neue Intervall zurlick.

sa = signefea,,;

xm =-ea+ b,/2;
sm = signefexm,,;

if sm==sa
a=xm;
else
b =xm;
end
ifa<b
al =aq;
bl =b;
else
al=b;
bl =a;
end
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ex05bh.m

function ex05be,

% Ldsung von Aufgabe 5b

% Ergebnis wird gleich geplottet
f= @ex, sinel./x,;

a=0.107; b =0.28;

x =-0.1:0.0001:0.3;

y= foX’;

sete0,'defaultfigurecolor','white’,;

plotex, y, 'b-', x, 0*x, 'k-', [a b], fe[a b],, 'k*',
holds'on’,

while sabseb-a, > 1le-5,
¢ = sekantenSchrittef, a, b,;
a=b;
b=c;
fprintf'[%210.6f %10.6f]€n', a, b,;
ploteb, feb,, 'r*,

end

holde'off,

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild82.png',;
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sekantenSchritt.m

function x = sekantenSchrittef, a, b,

% macht einen Schritt des Sekantenverfahrens mit der Funktion f
% und den Startwerten a, b.

% Liefert den neuen Wert zurtick.

m = sfeq, - feb,,/ea - b,;
X = a - fea,/m;
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ex05c.m

function ex05ce,

% Ldsung von Aufgabe 5¢

% Ergebnis wird gleich geplottet
f= @ex, sinel./x,;

a=0.107; b =0.28;

x =0.1:0.0001:0.4;

y = fex;;

sete0,'defaultfigurecolor','white’,;

plotex, y, 'b-', x, 0*x, 'k-', [a b], fe[a b],, 'k*',
holds'on’,

% 3. Punkt durch Sekantenschritt
¢ = sekantenSchrittef, a, b,;
plotec, fec,, 'k*,

while sabsec-b, > 1e-5,
d = igiSchrittef, a, b,c,;
a=b;
b=c;
c=d;
fprintfe'%10.6f %10.6f %10.6f€n', a, b, c,;
plotec, fec,, 'r*,
end
xlime[0.1 0.4],;
holde'off,

F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild83.png',;

1=

143



iqiSchritt.m

function x = iqiSchrittef, a, b, c,

% macht einen Schritt des 1QI-Verfahrens mit der Funktion f
% und den Startwerten a, b, c.

% Liefert den neuen Wert zuriick.

xi=[abc];

yi = fexi,;

A =[yi."2, yi, onese3,1,];
para = A € xi;

X = parae3,;
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ex06.m

function ex06e,
% Ldsung von Aufgabe 6

%% b.

c =20;
m=1;
1=0.3;
g=9.81,;

f = @-<X, 2*sc/m,*x.*1 - I./sqrtex."2 + 1"2,, - g;

% Plot fur grobes Anfangsintervall
x =0:0.01:1;

plotex, fex,, X, 0*fex,,

x0 =0;

x1=1;

format long

xBisektion = bisektionef, x0, x1,
xSekante = sekantesf, x0, x1,
xMatlab = fzeroef, [x0 x1],

%% c.

c2 =40;
m2 = 6;
12=0.9;
g2 =9.81;

alpha_b = m*g/e2*c*|,
alpha_c = m2*g2/s2*c2*12,
y = xMatlab/I

X2 = y*I2

%%
function x = bisektionef, x0, x1,

% berechnet eine Nullstelle der Funktion fim Intervall [x0, x1] mit

% Hilfe des Bisektionsverfahrens

% Voraussetzung: f nimmt an x0 und x1 verschiedene Vorzeichen an!

a = x0;
b =x1;
sa = signefea,,;

while b - a > eps*abs-a,
Xxm =-ea+ b,/2;
sm = signefexm,,;
if sm == sa
a=xm;
else
b =xm;
end
end
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Xx=sa+b,/2;

%%
function x = sekantesf, x0, x1,

% berechnet eine Nullstelle der Funktion fim Intervall [x0, x1] mit
% Hilfe des Sekantenverfahrens

% Voraussetzung: x0 und x1 liegen hinreichend dicht an der Nullstelle...

xl = x0;
xll = x1;

while absexl - xll, > eps*absexl,
m = efexll, - fexl,,/oxll - xI,;
X = XI - fexl,/m;
xll = xl;
Xl =x;
end

1=
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ex07.m

function ex07e,

% Ldsung von Aufgabe 7
f= @ex, sine1./x,;
a=0.107; b =0.28;

x =0.1:0.0001:0.3;

y= foX’;

sete0,'defaultfigurecolor','white’,;

plotex, y, 'b-', x, 0*x, 'k-', [a b], fe[a b],, 'k*',
holds'on’,

fprintfe'fea, = %10.6f, fob, = %10.6f€En’, fea,, f*b,,;
% a ist besser -> vertausche aund b
Xx=b;b=a;a=x;

zeigeWerte-f, a, b, NaN,;

fprintfe'€nl. Schritt€n';;
x = sekantenSchrittef, a, b,;

fprintfe'Sekantenschritt  %10.6f, %10.6f€n’, X, fex,,;

% Wert liegt in [a b] -> wird akzeptiert

% a/b sortieren, ¢ bekommt alten b-Wert
c=b;b=a;a=x;

zeigeWerteef, a, b, c,;

fprintfe'€n2. Schritt€n’;;

X = igiSchrittef, a, b, c,;

fprintfe'lQlIschritt %10.6f, %10.6f€EN', X, fex,,;
% Schritt wird verworfen, stattdessen Bisektion
X = 0.5%a+h,;

fprintfe'Bisektionsschritt %10.6f, %10.6f€n', x, fex,,;

% schlechter als a, also wird er a
c=b;b=a;a=x;
zeigeWerteef, a, b, c,;

fprintfe'€n3. Schritt€n’;;

X = igiSchrittef, a, b, c,;

fprintfe'lQlIschritt %10.6f, %10.6f€EN', X, fex,,;
% Schritt wird verworfen, stattdessen Bisektion
X = 0.5%a + b,;

fprintfe'Bisektionsschritt %10.6f, %10.6f€n', x, fex,,;

c=b;b=xa=c;
zeigeWertesf, a, b, c,;

fprintfe'€nd. Schritt€n’;;
% c = a, also Sekantenschritt
x = sekantenSchrittef, a, b,;

fprintfe'Sekantenschritt  %10.6f, %10.6f€n’, X, fex,,;

% Wert liegt in [a b] -> wird akzeptiert
% umsortieren

c=b;b=x;

zeigeWerteef, a, b, c,;
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fprintfe'€n5. Schritt€n’,;

X = igiSchrittef, a, b, c,;

fprintfe'lQlschritt %010.6f, %10.6f€EN', X, fex,,;
% Wert liegt in [a b] -> wird akzeptiert

% umsortieren

c=b;b=x;a=c;

zeigeWerteef, a, b, c,;

fprintfe'€n6. Schritt€n’,;

% c = a, also Sekantenschritt

x = sekantenSchrittef, a, b,;

fprintfe'Sekantenschritt  %210.6f, %10.6f€n’, X, fex,,;
% Wert liegt in [a b] -> wird akzeptiert

% umsortieren

c=b;b=x;a=c;

zeigeWerteef, a, b, c,;

% b ist das beste, was wir haben smeistens besser als *a+b,/2,
fprintfe'€nErgebnis: %10.6f€n’, b,;

xlime[0.1 0.3],;

holde'off’,

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild84.png',;

%%
function zeigeWertef, a, b, c,

fprintfe'x: %10.6f %10.6f %10.6f€En', a, b, c,;
fprintfe'f: %10.6f %10.6f %10.6f€En’, fea,, feb,, fec,,;
ploteb, feb,, 'r*,

1=
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ex08bh.m

% Ldsung von Aufgabe 8b

% Parameter

c =20;
m=1;
L=0.3;
g=9.81,;
L1 =0.25;
L2=0.2;

% Definition der Funktion F = 2d-Funktion mit 2d-Argument
wurzp = @-X, y, sqrteex + L,.A2 + y.A2,;
wurzm = @¢X, y, sqrteex - L,.A2 + y."2,;
fl = @eX,y, *1 - L1./wurzpex, y,,.*ex + L, ...
+ 1 - L2./wurzmex, y,,.*sx - L,;
f2 = @eX,y, *1 - L1./wurzpex, v,,.*y ...
+ 1 - L2./wurzme, y,,.*y + m*g/c;
F = @¢X, [fleXel1,, Xo2,,; f2eXe1,, Xo2,];

% Jacobimatrix DF = 2x2-Matrix-Funktion mit 2d-Argument
flx = @-X,y, 2 - L1*y."2./swurzpex, y,.3, ...
- L2*y A2 [swurzmex, y,."3,;
fly = @eX,y, L1*ex + L,.*y./ewurzpeX, y,. 3, ...
+ L2%ex - L,.*y.Jewurzmex, y,."3,;
f2x = @-x,y, flyex.y,;
f2y = @eX,y, 2 - L1*x + L,.A2./swurzpex, y,.3, ...
- L2%ex - L,.A2./swurzmex, y,."3,;
DF = @<X, [f1xsXe1,,Xe2,,, flyeXsl, Xe2, ;...
f2xeXe1,,Xe2,,, f2yeXe1,X*2,];

% Plotten

xvals = -0.7:0.05:0.7;

yvals = -0.7:0.05:0.3;
plotZeros«fl, f2, xvals, yvals,
frame = getframeegcf;;
imwritesframe.cdata, 'bild87.png',;

% Startwert ablesen:
x0 =[0; -0.4];

% Losen mit Newton-Verfahren
x = solveNewtoneF, DF, x0, 1e-6,

1=
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ex08c.m

% Ldsung von Aufgabe 8c

% Parameter
c =70;
m=1;
L=0.3;
g=9.81,;

L1 =0.50;
L2 =0.50;

%% Definition der Funktion F = 2d-Funktion mit 2d-Argument
wurzp = @-X, y, sqrteex + L,.A2 + y.A2,;
wurzm = @ex, Y, sqrteex - L,.A2 + y.A2;;
fl = @eX,y, *1 - L1./wurzpex, y,,.*ex + L, ...
+ 1 - L2./wurzmex, y,,.*sx - L,;
f2 = @eX,y, *1 - L1./wurzpex, v,,.*y ...
+ o1 - L2./wurzmex, y,,.*y + m*g/c;
F = @¢X, [fleXel1,, Xo2,,; f2eXe1,, Xo2,];

% Jacobimatrix DF = 2x2-Matrix-Funktion mit 2d-Argument
fix = @eX,y, 2 - L1*y.~2./swurzpeX, y,."3, ...
- L2*y A2 [swurzmex, y,."3,;
fly = @-X,y, L1*x + L,.*y.Jewurzpex, y,.A3, ...
+ L2%ex - L,.*y.Jewurzmex, y,."3,;
f2x = @-x,y, flyex.y,;
f2y = @eX,y, 2 - L1*x + L,.A2./swurzpex, y,.3, ...
- L2%ex - L,.A2./swurzmex, y,."3,;
DF = @<X, [f1xsXe1,,Xe2,,, flyeXsl, Xe2, ;...
f2xeXe1,,Xe2,,, f2yeXe1,X*2,];

%% Plotten

xvals = -0.6:0.035:0.6;

yvals = -0.6:0.035:0.4;
plotZeros«fl, f2, xvals, yvals,
frame = getframeegcf;;
imwritesframe.cdata, 'bild88.png',;

%% Startwerte ablesen mit Lupe Genauigkeit erhdhen!,
% auf der y-Achse

x01 =0; -0.5];

x02 =[0; 0.13];

x03 =[0; 0.25];

% neben der Achse

x04 =[0.45; 0.10];

x05 =[-0.45; 0.10];

x06 =[0.3; 0.01];

x07 =[-0.3; 0.01];

% Losen mit Newton-Verfahren

x1 = solveNewtoneF, DF, x01, le-6,
x2 = solveNewtoneF, DF, x02, 1le-6,
x3 = solveNewtoneF, DF, x03, 1e-6,
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x4 = solveNewtoneF, DF, x04, le-6,
x5 = solveNewtoneF, DF, x05, le-6,
x6 = solveNewtoneF, DF, x06, 1e-6, % klappt nicht!
x7 = solveNewtoneF, DF, x07, 1e-6, % klappt nicht!

%% untersuchen an der Stelle «0.3, 0.0,
% Kurven fir x = L-e, L, L+e

e =0.01;

flL = @vy, fleL-e\y,;

f2L = @vy, f2:L-e,y,;

y =-1:0.001:1;

figure«'Position’,[0 0 400 600],;
subplote3,1,1,;

plotey, flLey,, y, f2Ley,, y, 0%y, 'K,
legend«'F_x', 'F_y', 'Location’, '‘Best’,
titlee'’x = 0.29',

flL = @vy, fleL,y,;

f2L = @vy, f2-L,y,;

y =-1:0.001:1;

subplote3,1,2,;

plotey, flLey,, y, f2Ley,, y, 0%y, 'k,
legend«'F_x', 'F_y', 'Location’, '‘Best’,
titlee'x = 0.30",

flL = @vy, fleL+e,y,;

f2L = @vy, f2¢L+ey,;

y =-1:0.001:1;

subplote3,1,3;;

plotey, flLey,, y, f2Lsy,, y, 0%y, 'k,
legend«'F_x', 'F_y', 'Location’, '‘Best’,
titlee'’x = 0.31",

frame = getframeegcf,;
imwritesframe.cdata, 'bild89.png’,;

1=
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ex09.m

% Ldsung von Aufgabe 9
xi=1[1,2,3,4,5],
yi=[1,2,1,1, 4],

%% Polynom
syms X;
P = ex-Xi*2, *ex-Xi*3, *ex-Xi*4, *ex-Xi*5, /...

eoXiol,-Xi*2, *oXie1,-Xi*3, *eXi*1,-Xi*4, *eXis1,-Xi*5,, * yiel,...
+ex-Xiel, *eX-Xi*3, *eX-Xi*4, *ex-Xi*5, /...

eoXi®o2,-Xisl, *oXie2,-Xi*3, *eXi*2,-Xi*4, *eXi*2 -Xi*5,,, * yi¢2,...
+ex-Xiel, *eX-Xie2, *eX-Xi*4, *eX-Xi*5, /...

eoXi*3,-Xi*1, *Xi*3,-Xi*2, *eXi*3,-Xi*4, *eXi*3,-Xi*5,,, * yi3,...
+ex-Xiel, *eX-Xie2, *eX-Xi*3, *eX-Xi*5, /...

eoXiod,-Xis1, *eXie4,-Xi*2, *eXi*4,-Xi*3, **Xi*4,-Xi*5,,, * yi*4,...
+ex-Xiel, *eX-Xie2, *eX-Xi*3, *ex-Xi*4, /...

eoXi*5,-Xis1, *eXie5,-Xi*2, **Xi*5,-Xi*3,,**Xi*5,-Xi*4,,, * yi*5,;
collecteP,

% Polynom mit Vandermonde-Matrix

A = [onesesizesxi,,, Xi, Xi.*2, xi.3, xi. 4]
b =vyi

a=A€b;

a = flipdimea,1, % in poly-Reihenfolge

% Plotwerte
xpl =1:0.01:5;
ypl = polyvalea, xp1,;

%% naturliche Splines
A1=[21000;14100;01410;00141;0001 2];
b1=[30-399];

M1=Al1€bl

spll = zerose4, 4,; % Koeffizienten aller 4 Polynome
fork=1:4
S =X - Xi*k,;
P = o3 - 2*5,*s"\2%yiek+1, + ¢1+2*%5 *e]-5 2%yiek, ...
+ sN2%es-1 *M1ek+1, + s*es-1"2*M1ek,;

P = collectsP,;
spllek,:, = sym2poly<P,;
end
spll
% Plotwerte
xp2 =l;
yp2 =J;
fork=1:4
xk = k:0.01:k+1,;
poly = spllek,:,;

yk = polyvalepoly, xk,;
Xp2 = [xp2, xKJ;
yp2 = [yp2, yK];
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end

%% not-a-knot Splines
A1=[10-100;14100;01410;00141;,0010-1];
bl1=[40-39-6];

M1=Al€bl

spll = zeros+4, 4,; % Koeffizienten aller 4 Polynome
fork=1:4

S =X - Xiek,;

P = o3 - 25 *s"2%yiek+1, + ¢142%5 *e1-5 " 2%yisk, ...

+ SN2%s-1 *M1ek+1, + S*es-1 "2*M1ek,;

P = collecteP,;

spllek,:, = sym2poly<P,;
end
spll

% Plotwerte

xp3 =J;

yp3 =J;

fork=1:4
xk = k:0.01:k+1,;
poly = spllek,:,;
yk = polyvalepoly, xk,;
xp3 = [xp3, xK];
yp3 = [yp3, YKI;

end

% alles plotten

plotexpl, ypl, 'b-', xp2, yp2, 'c-', xp3, yp3, 'r-', xi, yi, 'k*',

xlime[0.98 5.02],;

legend+'Polynom’, 'natirlicher Spline', 'not-a-knot Spline', 'Daten’, ...
'Location’, 'Best';;

F = getframeegcf,;

imwritesF.cdata, 'bild26.png’,;
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ex10.m

% Ldsung von Aufgabe 10
in = loade'cp.dat’,;
t=ine,1,

cp =ine:,2,;

11 =15;

tl = minet,-0.3:0.1:maxet,+0.3; % Werte zum Plotten

% Polynom

poly = polyfitet, cp, lengthst,-1,;
fprintfe'Polynomkoeffizienten: €n';;
fprintfs' %10.3e€n’, poly,;

cpP = polyvalspoly, tl,;

% Spline
cpS = interplet, cp, tl, 'spline’;;

% Plot

sete0,'defaultfigurecolor','white’,;

plotet, cp, ', t, cp, 'k-', tl, cpS, 'b-', tl, cpP, 'g-',

ylime[4.16 4.29],;

xlabel't [°C]','FontSize',12,;

ylabels'c_p [kJ/*kg K,]','FontSize',12,;

legends'Messpunkte', 'linear', 'Spline’, '‘Polynom’, ...
'‘Location’, 'NorthWest',;

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild25.png',;

% Wert bei t1

cpP1 = polyvalspoly, t1,;

cpLl = interplet, cp, t1, 'linear',;
cpS1 = interplet, cp, t1, 'spline’;;

fprintfe'€nWert bei %4.1f: linear Polynom Spline€n’, t1,;
fprintfe' %6.4f %6.4f %6.4f€n’, cpLl, cpP1l, cpSl,;
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ex1ll.m

% Ldsung von Aufgabe 11
xi=[1234];
yi=[3237],;

% Systemgleichung
A =[ones*4,1,, xi, xi."2]
b =vyi

% QR-Zerlegung
sl =A-,1,;
vl =sl-normesl*1 00 0]

Q1 = eyee4, - «2/v1*vl, *ev1*v1',

Al =QI*A

s2 =[0; Ale2:4,2]
v2 =s2 - normes2,*[0 1 0 O]

Q2 = eyes4, - «2/ev2'*V2, *ey2*y2',

A2 = Q2*Al

s3 =[0;0; A23:4,3)]
v3 =s3 - normes3,*[0 0 1 O]

Q3 = eye*4, - «2/v3"*v3, *v3*v3',

A3 = Q3*A2

R=A3
Q= Q1*Q2*Q3

% Ldsung der Gleichung
tt = Q"™b;

bl = tte1:3,

b2 = tte4,

R1 = Re1:3,;,
x=R1€bl

% Plotten

poly = x3:-1:1,;

xp =0.9:0.01:4.1;

yp = polyvalepoly, xp,;
plotexi, yi, 'r*', xp, yp, 'k-',

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild29.png',;
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exl2.m

% Ldsung von Aufgabe 12
%% a.

in = loade'cp.dat’,;
t=ine:,1,;

cp =ine,2,;

tMin = minet,-2;
tMax = maxst,+2;

polyl = polyfitet, cp, 1,;
poly2 = polyfitet, cp, 2,;
poly3 = polyfitet, cp, 3,;
poly4 = polyfitet, cp, 4,;
poly8 = polyfitet, cp, 8,;

tF = tMin:0.1:tMax;

cpl = polyvalepolyl, tF,;
cp2 = polyvalepoly2, tF,;
cp3 = polyvalspoly3, tF,;
cp4 = polyvalspoly4, tF,;
cp8 = polyvalspoly8, tF,;

plotetF, cpl, 'b-', tF, cp2, 'b-., tF, cp3, k-, ...
tF, cp4, 'k-.', tF, cp8, 'g-'t, cp, ',

xlabel't [°C]','FontSize',12,;

ylabels'c_p [kJ/*kg K,]','FontSize',12,;

legends'1. Ordnung', '2. Ordnung', ‘3. Ordnung', '4. Ordnung, ...

'8. Ordnung', 'Daten’, 'Location’, 'Best’,;

F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild30.png',;

%% b.

in = loade'cps.dat’,;
t=ine:,1,;

cp =ine,2,;

sigma = ine:,3,;

% Systemgleichungen aufstellen
sigma4Mat = sigma*onesel, 5,;

A4 = [oneselengthet, 1,, t, .72, 1.3, t.*]./sigma4Mat;

b = cp./sigma;

% Gleichungen losen -> Polynomkoeffizienten
ad =A4d€Db;
polydb = a4e5:-1:1,;

tMin = minet,-2;

tMax = maxst,+2;

tF = tMin:0.1:tMax;

cp4db = polyvalepoly4b, tF,;
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plotetF, cp4, 'k-', tF, cp4b, k-, t, cp, 'r*,

xlabel*'t [°C]','FontSize',12,;

ylabele'c_p [kJ/*kg K|]','FontSize',12,;

legend«'4. Ord. «a,, '4. Ord. b,, 'Daten’, 'Location’, 'Best’,;

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild31.png’,;
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ex13.m

% Ldsung von Aufgabe 13
xx = loads'stoerung.dat’,;

t=xxe,1,;

X = XX*:,2,;

dt=1t2,-t*1,; % sollten alle gleich sein
T = maxet,;

N = lengthex,;

fN = 1/¢2*dt,

F = fftex,;

power = abseFe1:flooreN/2,,,.72;
freq = [0:eN/2,-1]/T;
plotsfreq,power,;

xlabel*'f [Hz]', 'FontSize', 14,;
ylabel*'|Fs€omega,|*2', 'FontSize', 14,;

% wo treten die Storfrequenzen im Aliasing auf?
fO = 39.6;

fStoer = f0*+1:20,;

index = findsfStoer > fN,;

fAlias = 2*fN - fStoereindex;

plotsfreq, power, 'b-', fStoer, 0*fStoer, 'g*, fAlias, 0*fAlias, 'r*',;
axis*[200 500 0 1500},

xlabel*'f [Hz]', 'FontSize', 14,;

legends'Spektrum’, 'Stérfrequenzen’, 'Aliasfrequenzen’,

F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild48.png',;
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ex1l4.m

function ex14e,

% Losung von Aufgabe 14

% a. Schubkurbelschwingung, Ortskurve

f= @-t, la, la*cose2*pi*t, + sqrtel - la"2*sine2*pi*t,."2,;

lal =0.4;
la2 = 0.99;

tmax = 2;
t = [0:tmax/400:tmax];

x1 =fet, lal,;
x2 = fet, [a2,;

plotet, x1, t, X2,;

ylabels'xst,','FontSize',12,;
xlabel*'t','FontSize',12,;

axise[0 tmax 0 2],

legl = legend+'€lambda=0.4', ‘€lambda=0.99';;
setelegl, 'Position',[0.6 0.8 0.1 0.1],

bild = getframesgcf;;
imwriteebild.cdata, 'bild42.png',;

% b. Schubkurbelschwingung, Spektrum

T = 100;
N = 4096;

la=0.4;

fn = plotSpectrume@-t, fst, la, , T, N, 'b-',

titles'Spektrum der Schubkurbelschwingung fur €lambda = 0.4','FontSize’,12,
axis*[0 10 0 0.25],

bild = getframesgcf;;

imwriteebild.cdata, 'bild43.png',;

la=0.99;

fn = plotSpectrume@-t, fst, la, , T, N, 'b-',

titles'Spektrum der Schubkurbelschwingung fiir €lambda = 0.99','FontSize’,12,
axis*[0 10 0 0.51],

bild = getframesgcf;;

imwriteebild.cdata, 'bild44.png',;

% andere Werte fir T und N
la=0.99;

fn = plotSpectrume@st, fet, la, , 100, 1024, 'b-',

titles'Spektrum der Schubkurbelschwingung, f_N = 5.1','FontSize',12,
axis*[0 5.2 0 0.51],

bild = getframesgcf;;

imwriteebild.cdata, 'bild45.png',;
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fn = plotSpectrume@st, fet, la, , 10, 256, 'b-',

titlee'Spektrum der Schubkurbelschwingung, T = 10, N = 256','FontSize’',12,
axise[0 10 0 0.51],

bild = getframesgcf,;

imwriteebild.cdata, 'bild46.png',;

fn = plotSpectrume@st, fet, la, , 1, 128, 'b*,

titles'Spektrum der Schubkurbelschwingung, T = 1, N = 64','FontSize',12,
axise[0 10 0 1],

bild = getframesgcf,;

imwriteebild.cdata, 'bild47.png’;;

%
function fS = plotSpectrumef, T, N, plottype,

% plottet das Spektrum der Funktion fet,

% bei N Messwerten Uber eine Gesamtzeit T

% benutzt plottype als Linientyp beim Plot

% gibt die Nyquist-Frequenz zur Kontrolle zuriick

Delta_t = T/*N-1,;

fS = 1/s2*Delta_t,; % Nyquist-Frequenz
t = [0:N-1]*Delta_t;

X = fot,;

X = fftex,;
F = abseXs1:N/2,/N;
freq = [O.N/Z,_l]/Tv

plotefreq, F, plottype,;

xlabel*'Frequenz','FontSize',12,;
ylabel*'F','FontSize',12,;

1=

160



ex15.m

% Ldsung von Aufgabe 15

diagonalfehler = @<A, sumesumeabseA,,,/sumeabsediageA,,, - 1;
% gibt ein Mass fir die "Nicht-Diagonalitat" von A zuriick

A=[96-5-2;69-52;-5-570;-2207];
n =size*A,1;;
eps = le-4;

%% genaue LOsung
fprintfe'LOsung mit Matlab',;
[U, D] = eigeA,

%% a.
count = 0;
D=A;
U = eyeen,;
while diagonalfehlersD, > eps
[Q R]= qrD,;
U = U*Q;
D = R*Q;
count = count + 1;
end

fprintfe'einfaches QR-Verfahren: count = %d', count,;
D
U

%% b.
count = 0;
[U,D] = hess-A,;
while diagonalfehlersD, > eps
[Q. R = qrD,
U =U*Q;
D = R*Q;
count = count + 1;
end
fprintf'QR-Verfahren mit Hessenberg: count = %d', count,;
D
U

%% c.

count = 0;

D=A;

U = eyeen,;

while diagonalfehlersD, > eps
sigma = Den,n,;
[Q, R] = greD - sigma*eyeen,n,;;
U = U*Q;
D = R*Q + sigma*eyeen,;
count = count + 1;
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end

fprintf'QR-Verfahren mit Shift: count = %d', count,;
D

U
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ex16.m

function ex16e,
% Ldsung von Aufgabe 16

m=1;

c=1,

M = m*eye-8,8,; % Massenmatrix
C=c*.. % Steifigkeitsmatrix

[2.5, 0.5,-1.0, 0,-0.5,-0.5, 0, O;..
05, 1.5, 0, 0,-0.5,-0.5, 0,-10;..
10, 0,20, 0, 0, 0, 0, O;..
0, 0, 0, 1.0, 0,-1.0, 0, O;..
-05,-05 0, 0, 20, 0,-1.0, O;..
-05,-05, 0,-1.0, 0, 2.0, 0, O;...
0, 0, 0, 0,-1.0, 0, 1.5, 0.5; ...
0,-1.0, 0, 0, 0, 0, 0.5 15];

[U, D] = eigeC,M,;
f = sqrtediageD,,/*2*pi,;

fprintfe'Eigenfrequenzen’,

f
fprintfe'Eigenschwingungen’,
u

plotMode-U-:,1,,;
F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild51.png',;

plotMode-U-:,2,,;
F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild52.png',;

%
function plotMode-xe,
% plottet das Modell sowie die Eigenschwingung xe

x0=[122103;001100]; % Koordinaten der Punkte im Gleichgewicht
A=[011110;1010012;110101;...
101010;100100;011000]; % Verbindungen

Xp = X0e1,:,;

yp = X0e2,:.";

M = lengthexp,;
N = lengthexe,/2;

% plot masses
plotexp, yp, 'ko',
holde'on’,

% plot springs

for I=1:M
for J = 1:el-1,
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if Ael,lJ, ~=0
pIOt.[Xp.Iv Xp'\],], [yp'lr yp-J,], Ik'|v
end
end
end

% plot vectors
for I=1:N
quiversxpel:N,, ype1:N,, xes1:2:end,, xes2:2:end,, 'r-', ...
'AutoScaleFactor',0.5,;
end
axise'equal’,
axise[-0.5 3.5 -0.5 1.5],;
axise'off',
holde'off’,
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exl/7.m

function ex17e,
% L6sung von Aufgabe 17

fB = @-+X, cose10*expe-2*ex-1,."2,,;
a=04;

b=4.0;

tol = 0.01;

[I points] = simpson_adaptsfB, a, b, tol,;
Igenau = quad+fB, a, b, 1e-8,;

fprintfe'Integral: %12.8f genau: %12.8f€n’', |, Igenau,;
fprintf'%d Punkte: €n', lengthepoints,,;

fprintfe'  %5.3f %5.3f %5.3f %5.3f€n’, points,;
fprintfe'€n’,;

x = a:0.001:b;

y = fBex,;

plotex, y, 'k-', X, 0*x, 'k-', points, 0*points, 'r*,
axise[ab-1.11.1];

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild60.png',;

%
function [l points] = simpson_adaptef, a, b, tol,

% berechnet das Integral mit adaptivem Simpsonverfahren
% Eingabe

% f Integrand

% a untere Intervallgrenze

% b obere Intervallgrenze

% tol Toleranz

% Ausgabe

% | Wert des Integrals

% points Liste der Zwischenpunkte

11 = ob-a,/6 * sfeq, + 4*feea+b /2, + feb, ;
12 = eb-a,/12 * «feq, + 4*fee3*a+h,/4, + 2*feea+b,/2, ...
+ 4*feeq+3*h /4, + feb,,;
fprintfe'l = %5.3f, r = %5.3f -> 11 = %7.4f, 12 =%7.4f, a, b, I11, 12,

if absell - 12, < tol
fprintfe' ok€n',;
| =«16*12 - 11,/15;
points = [a b];
else
fprintfe' halbieren€n',;
c =sa+h,/2;
[Il pointsl] = simpson_adapt-f, a, c, tol,;
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[Ir pointsr] = simpson_adaptef, c, b, tol,;
I=1+1r;
points = [points| pointsre2:end,];

end
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ex18.m

% Ldsung von Aufgabe 18
n = 3000/60; % Drehzahlin 1/s
pl = 1e5;

p2 = 18.379e5;

p3 =43.979e5;

p4 = 2.393e5;

V1 =1e-3;

V2 =0.125e-3;

V3 =V2;

V4 = V1,

kappa = 1.40;

% Funktionen 1-2, 3-4

cl = p1*V1~kappa;

funcl2 = @V, cl1./V."kappa;
c3 = p3*V3"kappa;

func34 = @+V, c3./V. kappa;

% Flachen unter 12 und 34
Al12 = quadsfuncl2, V2, V1,
A34 = quadsfunc34, V3, V4,

% Arbeit und Leistung in J bzw. W
Wa = A34 - Al12
Pa=n/2*Wa

% Funktion fur b

al = 30;

m=1.7;

fx = @+V, sV - V2,/V2;

fy = @eX, 1 + «al*m*x."m - 1,.*expe-al*x."m,;

fp = @+V, p2*el - fysfxeV,, + fysfxeV,, *p3.*V3./V,. kappa;

% analog Flachen etc.
A24 = quadefp, V2, V1,
Wb = A24 - Al12

Pb =n/2 * Wb
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ex19.m

% Ldsung von Aufgabe 19
t0=0;

t1=0.5;

tSpan = [tO t1];

yo =[10];

epsrel = 0.1;

omega = 8.0;
f=@-ty, [y*2,; -omega2*y+1];

delta = 1e-3;

k1 = fst0, y0,;
r = normekl,/smaxesnormey0,, delta,,;
h =0.8/r * epsrel*=1/3,;

t=10;

y =YO0;

tall = [t];

yall=[y']; % y-Komponenten in einer Zeile

fprintf' h t  epslok€n',;
while t < t1
k2 =fet + h/2, y + h/2*k1,;
k3 = fet + 3/4*h, y + 3/4*h*k2,;
yneu =y + h/9*2*k1 + 3*k2 + 4*k3,;
k4 = fst + h, yneu,;
e = normeh/72%*s-5*k1 + 6*k2 + 8*k3 - 9*k4,,;

epslok = e/maxenormeyneu,, delta,;
ok ='zu groR3';
if epslok <= epsrel
ok ='ok’;
t=t+h;
y = yneu;
k1 = k4;
tall = [tall; t];
yall = [yall; y'];
end

fprintfe'%.4f %.4f %f %s€n', h, t, epslok, ok,;
h = h *mine5, 0.8 *eepsrel/epslok,"+1/3,,;
end

x =vyalle:,1,;

figures'Color', [1 1 1], 'Position',[0 0 600 400],;
subplote1,2,1,;

plotetall, x, 'b-', tall, x, 'k*';

xlimstSpan,;

titlee'Handcode','FontSize',12,;

% Loésen mit Matlab-Solver
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options = odesete'RelTol', epsrel,;
[tM, yM] = ode23¢f, tSpan, y0, options,;

X =yMe.1;;

subplote1,2,2,;

plotetM, x, 'b-', tM, X, 'k*';
xlimetSpan,;
titlee'Matlab-Funktion','FontSize',12,;

F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild66.png',;

% Abweichung von der genauen Ldsung
errHand = maxeabsecoscomega*tall, - yall:,1,,,
errMatlab = maxeabsscoseomega*tM, - yMe:,1,,,
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ex20.m

function ex20e,

% Ldsung von Aufgabe 20
ml=5; m2=0.5;
cl1=10;c2=1,
b1=0.1;b2=0.1;

F1=1,

Om =1.414;

M =[m1, 0; 0, m2];

C =[cl+c2,-c2;-¢c2,c2];
B = [b1+b2,-b2;-b2,b2];
Fhat = [F1; 0];

% Bewegung ohne Tilger
[t, y] = oded5+@-t,y, fldst,y,m1,bl,c1, F1, Om,, [0 60], [0 O],;
X=ye,1,;

plotst, x,;

xlabels't [s]','FontSize',12,;
ylabels'x [m]','FontSize',12,;
F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild68.png',;

% nochmal flir langere Zeit
[t, y] = oded5+@-t,y, fldst,y,m1,bl,c1, F1, Om,, [0 600], [0 O],;
xX=ye,1,;

plotst, x,;

xlabels't [s]','FontSize',12,;
ylabel*'x [m]','FontSize',12,;
F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild69.png',;

% Amplitude herauslesen

index = findst >= 500,;

xSpaet = xeindex;

amplitudeld = maxeabsexSpaet,,

% Bewegung mit Tilger

[t, y] = oded5«@-t,y, f2dst,y,M,B,C, Fhat, Om,, [0 200], [0 0 0 0],;
x1=ye,1,;

X2 =ye,2,;

plotet, x1, t, X2,;

xlabels't [s]','FontSize',12,;

ylabel*'x [m]','FontSize',12,;

legends'Schwinger', 'Tilger',

F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild70.png',;

% Amplituden herauslesen
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index = findet >= 100,;

xSpaet = x1eindex,;

amplitude2d = maxeabsexSpaet,,
amplitudeTilger = maxeabsex2+index,,,
maxTilger = maxsabsex2,,

%
function dydt = fldet, y, m, b, c, F, Om,

% rechte Seite der DGL bei erzwungener Schwingung ohne Tilger
X = yal‘;

V= y‘2,;

dydt = [v; sF*cossOm*t, - b*v - c*x,/m];

function dydt = f2det, y, M, B, C, Fhat, Om,
% rechte Seite der DGL bei erzwungener Schwingung mit Tilger

X =yel:2,;
v =ye3:4,;
dx =v;

dv = inveM,**Fhat*coseOm*t, - B*v - C*x,;
dydt = [dx; dv];
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ex21l.m

function ex21e,
% Ldsung von Aufgabe 21
mu = 10;

yo =[10];
te = 60;
h =0.01;

ts =0:h:ite; % Vorgabe der Zwischenzeiten

fl = @st,y, fst,y,mu,;
J1 = @-t,y, Jet,y,mu,;

% a. ohne Jacobimatrix
[ta, ya] = ode23tef1, ts, yO,;
xa =yae,1,;

ploteta, xa,;
xlabel*'t','FontSize',12,;
ylabel*'x','FontSize',12,;
xlime[O te],

F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild77.png',;

% b. mit Jacobimatrix

options = odesete'Jacobian’, J1,;
[th, yb] = ode23tsf1, ts, yO0, options,;
xb =ybe:,1,;

% Abweichung a-b
diffAB = maxeabsexa - xb,,

% c. mit eigenem Solver

[tc, yc] = odeTrapez-fl, [0 te], yO, h, J1,;

Xc =yce:,1,;

ploteta, xa, tc, xc,;
xlabel*'t''FontSize',12,;
ylabel*'x','FontSize',12,;

legend«'ode23t', 'odeTrapez', 'Location’, 'SouthWest',

xlime[0 te],

F = getframeegcf,;
imwriteeF.cdata, 'bild78.png',;

% Abweichung a - ¢
diffAC = maxeabsexa - xc,,

ploteta, xc -xa,;
xlabel*'t','FontSize',12,;
titles'x_c - x_a','FontSize',12,
xlime[O te],
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F = getframeegcf,;
imwritesF.cdata, 'bild79.png’,;

%
function dy = fet, y, mu,
% rechte Seite der van-der-Pool-Gleichung

dyl =ye2,;
dy2 = mu*el - ye1,.12, *ye2, -yl
dy = [dy1; dy2];

%
function df = Jet, y, mu,

% Jacobimatrix der van-der-Pool-Gleichung

df = [0, 1; -2*mu*yel,.*ye2, - 1, mu*el - y*1,2)];
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ex22.m

function ex22e,

% Ldsung von Aufgabe 22

scale =[1 10 100 1e3 1le4 1le5 1e6];
solver = {@ode45, @odel13, @odel5s};
solvername = {'ode45', 'ode113', 'odel5s'};

% a. Losen und Zeiten nehmen
fprintfe' Skala Solver Zeit nSteps€n',;
for J = 1:lengthesolver,
for | = 1:lengthescale,;
s = scalesl,;
[time nSteps] = getTimeStepses, solver{J},;
fprintfe'%6.2e %7s %6.2f %8dEn', ...
s, solvername{J}, time, nSteps,;
end
end

% b. hin und zuriick I6sen und Unterschied ausgeben
fprintfe'€n€n Skala Solver Fehlerén',;
for J = 1:lengthesolver,
for | = 1:lengthescale,;
s = scalesl,;
d = getDistancers, solver{J},;
fprintfe'%6.2e %7s %8.2e€n', s, solvername{J}, d,;
end
end

% zur Kontrolle Ergebnisse plotten

for1=1:6
s = scalesl+1,;
[d, t1, y1, t2, y2] = getDistancess, @odel5s,;
subplote2,3,1,
plotetl, yle:,1,, t2, y2e:,1,,
titleString = sprintfe's=%.0¢", s,;
titlestitleString,

end

F = getframeegcf;,;
imwriteeF.cdata, 'bild73.png',;

% Versuch mit héherer Genauigkeit

[d, t1, y1, t2, y2] = getDistance*1e2, @odel5s, 1e-5,;
figures,

plotetl, yle:,1,, t2, y2e:,1,,

%
function [time nSteps] = getTimeStepses, solver,

% l6st die Schwingungs-DGL und gibt alle Messwerte zuriick
% veréandert b_2 und c_2 um den Faktor s

% verwendet den als String angegebenen Solver
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tic;

[t, y] = solvere@s-t,y, f2dst,y,s,, [0 2], [0 0 0 O],;
time = toc;

nSteps = lengthet,;

%
function [d, t1, y1, t2, y2] = getDistancess, solver, tol,

% l6st die Schwingungs-DGL hin und zurtick und bestimmt den Unterschied
% gibt auch beide Lésungen zurlick zum Plotten

% optionales 3. Argument fiir den relativen Fehler

if nargin == 2

options = odesets,; % nimmt Standardwerte
else

options = odesets'RelTol', tol,;
end

[t1, y1] = solvers@st,y, f2det,y,s,, [0 2], [0 O O O], options,;
[t2, y2] = solvers@st,y, f2det,y,s,, [2 0], yl+end,:,, options,;

% Unterschied von x1 = y1: am Anfang ist x1 = 0, also
d = absey2+end,1,,;

%
function dydt = f2det, y, s,
% Schwingungs-DGL 2d, Skalenfaktor s fiir c2/b2 als Parameter

ml=5; m2=0.5

cl =10; c2 = s*1;

bl =0.1; b2 =s*0.1;

F1=1,

Om =1.414;

M = [m1, 0; 0, m2];

C = [cl+c2,-c2;-c2,c2];

B = [b1+b2,-b2;-b2,b2];

Fhat = [F1; 0];

dydt = [y*3:4,; inveM,**Fhat*cossOm?*t, - B*y«3:4, - C*y*1:2,];

1=
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odeTrapez.m

function [ts, ys] = odeTrapezef, tSpan, yO0, h, J,

% Ode-Solver, der die implizite Trapezregel verwendet
% f Function fet, y, die die DGL definiert

% tSpan  Start- und Endzeit [tO te]

% y0 Startwert yt0, als Zeilenvektor !,

% h Zeitschritt «fest!,

% J Jacobimatrix Jet, y, von f

ts = stSpanel1,:h:tSpan<2,,’; % Speicher fiir die Ergebnisse besorgen
ys = zeroselengthets,, lengthey0,,;

ysel,:, = y0; % Anfangswert ist erstes Ergebnis

id2 = eye*2,;

tol = le-5; % Genauigkeit des Newton-Solvers

for | = 1:elengthets,-1,
t=tsel,;
y =ysel,:";
tsel+1, =t + h;

F = @¢=x, X - *h/2,*fst+h, X, - y - *h/2,*fet,y,; % Hilfsfunktion fir Newton

DF = @¢+X, id2 - *h/2,*Jst+h, X;; % Jacobimatrix dazu
ysel+1,;, = solveNewton<F, DF, y, tol,; % Startwert: aktuelles y
end
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=

Beispieldaten

e cp.dat
® cps.dat
® stoerung.dat
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Losung von Aufgabe 1

1. FlieBkommanaherung bei= 10, t = 3, @in = -3, &nax = 3:

°
2. FlieBkommanéaherung dekE 2, t = 53, @i, =-1022, @,2x = 1023:

°
® bei 53 Binarziffern sincl. der fihrenden 1, wird hier also aufgerundet, somit

3. Zur Berechnung der IEEE-Darstellung muss man beachten, dass die 1 vor dem Punkt weggelassen
wird, die Mantisse also aus den 52 Binarziffern nach dem Punkt besteht. AuRerdem muss der
Exponent um 1023 erhoht werden. Damit erh&lt man:
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e Mit Hilfe von Matlabfunktionen, darunter auch solchen aus der Symbolic Toolbox, lassen sich die
Rechnungen automatisch erledigen, wie das Skript ex01.m zeigt.
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Losung von Aufgabe 2

e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex02.m ausgefiihrt werden.
O Mit dem Skript erhalt man fir die relativen Fehler,grvon exp+10, und expe-10, folgende

Werte:
°

N err err ,

30| 7.9838e-08 2.0373e+(1

40| 1.7788e-13 5.3128e-05

50| 3.3033e-16 7.2223e-09

Die Fehler bei expe-10, sind dramatisch viel grof3er; umgekehrt braucht man viel mehr Terme,
um eine vergleichbare Genauigkeit zu erhalten. Ursache ist die Ausléschung bei der Taylorreihe
von expe-10,, deren Terme jedesmal das Vorzeichen wechseln.

O Fur x = 20 ergeben sich folgende Werte:
°

N err err,

30 | 1.3475e-02 7.7612e+14

50 | 4.8287e-09 5.0793e+(8

70 | 2.4571e-16 1.1302e+(0

100| 2.4571e-16 1.0249e+00

Die Reihe konvergiert generell langsamer, d. h. man braucht mehr Terme fir einen
vorgegebenen Fehler. Bei expe-20, sind die numerischen Fehler durch Ausléschung so grof3,
dass auch mit beliebig vielen Termen kein sinnvolles Ergebnis erzielt wird.

O Das Problem der Ausldschung l&sst sich hier leicht umgehen, indem man expe-x, nicht direkt
Uber die Taylorreihe bestimmt, sondern durch expe-x, = 1/expex,. Die sich dabei fur expe-X,
ergebenden relativen Fehler sind etwa so grof3 wie die von expex,.
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Losung von Aufgabe 3

e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex03.m ausgefiihrt werden, wobei das Runden
sehr einfach mit der kleinen Hilfsfunktion runde.m erledigt wird.
O LU-Zerlegung von A:
1. Vertauschung von 1. und 3. Zeile

°
2. 1. Zeile mit @ =-29/110» -0.2636 multiplizieren und von der 2. Zeile subtrahieren. 1.
Zeile mit gp = 50/110» 0.4545 multiplizieren und von der 3. Zeile subtrahieren

°
. Vertauschung von 2. und 3. Zeile

w

[ J
4. 2. Zeile mit g = 35.28/60.96> 0.5793 multiplizieren und von der 3. Zeile subtrahieren

[ J
L aus den g's zusammensetzen, dabei Vertauschung in Schritt 3 berticksichtigen

&

°
6. gesamte Permutationsmatrix als Produkt der Teilpermutationen

°
Reihenfolge klar, da immer von links an A heranmultipliziert wird
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7. Kontrolle der Zerlegung

°
O Losung von A x = b:
® Berlcksichtigung von P

o)
® also Vorwarts-/Rickwartssubstitution flr rechte Seite

o)
® \orwartssubstitution

o)
® ergibt sbei Rundung in jedem Rechenschritt!,

o)
® Rickwartssubstitution

o)
® man erhalt
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o
® Ergebnis der Rechnung also

o)
® Residuum

o)
e relativer Fehler

o}
Lésung mit Matlab:
Mit
e [L, U, P]=lueA,
y = L € «P*b,
xSc=U€y
erhalt man wesentlich genauere Werte fir L, U, y und x

°
Die kleinen Unterschiede in den letzten Zeilen zeigen, wie sich die Rechenfehler bei Rundung
hier aufschaukeln.
Residuum und relativen Fehler bestimmt man mit
® rC = normeA*xSc - b,
® eC = normex - XSc,/normex,
zu
e 1C=2.8422. 104
e eC=22264-16°
Die rechte Seite der Ungleichung bestimmt man «ftr Teil c. bzw. b., leicht zu
e rhsC =1.1914. 162
bzw.
e rhsB =3.1510
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O in beiden Fallen deutlich gréRer als der relative Fehler sum Faktor 5 - 10,
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Losung von Aufgabe 4

e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex04.m ausgefiihrt werden.
O Anfangsbeispiel:
® Die Gleichungen G2 bis G6 lassen sich in die Standardform
o Ax=b
® bringen mit

o)
e Mit Matlab bestimmt man sofort die Losung fur die Balkenkrafte

o}
e und die Konditionszahl
O condeA, = 6.8262
O gestrecktes Beispiel:
® Mit dem Winkela aus dem Bild
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e und den Abklrzungen

o}
e |auten die Gleichgewichtsbedingungen nun

o
® analog zu a. erhalt man mit Matlab leicht die Balkenkrafte

o}
® Die Konditionszahl hat sich trotz der stark gestreckten Geometrie kaum gedndert
O conde*A, = 8.2287
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Losung von Aufgabe 5

1. Einen einzelnen Schritt berechnet bisektionsSchritt.m. Mehrfache Ausfiihrung bis zur gewlinschten

Genauigkeit liefert
°

[0.107000 0.280000]
[0.107000 0.193500]
[0.150250 0.193500]
[0.150250 0.171875]
[0.150250 0.161062]
[0.155656 0.161062]
[0.158359 0.161062]
[0.158359 0.159711]
[0.159035 0.159711]
[0.159035 0.159373]
[0.159035 0.159204]
[0.159120 0.159204]
[0.159120 0.159162]
[0.159141 0.159162]
[0.159151 0.159162]

im Bild

°
Alles zusammen erledigt ex05a.m.
2. Einen einzelnen Schritt berechnet sekantenSchritt.m. Mehrfache Ausfuhrung bis zur gewlinschten

Genauigkeit liefert
°
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0.280000 0.134541
0.134541 0.234399
0.234399 0.184758
0.184758 -0.091683
-0.091683 0.064695
0.064695 0.116595
0.116595 0.039023
0.039023 -0.093903
-0.093903 0.173821
0.173821 0.080220
0.080220 0.057026
0.057026 0.082907
0.082907 0.108783
0.108783 0.100439
0.100439 0.106178
0.106178 0.106104
0.106104 0.106103

im Bild

°
Alles zusammen erledigt ex05b.m.
3. Einen einzelnen Schritt berechnet igiSchritt. m. Mehrfache Ausfihrung bis zur gewiinschten

Genauigkeit liefert
°

0.280000 0.134541 0.125090
0.134541 0.125090 0.237733
0.125090 0.237733 0.214633
0.237733 0.214633 0.292410
0.214633 0.292410 0.285798
0.292410 0.285798 0.313702
0.285798 0.313702 0.318215
0.313702 0.318215 0.318310
0.318215 0.318310 0.318310
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im Bild

°
Alles zusammen erledigt ex05c.m.
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Losung von Aufgabe 6

e Alle numerischen Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex06.m ausgefiihrt werden.

e Kraftegleichgewicht:
O Bei symmetrischer Lage der Masse heben sich die waagerechten Anteile der Federkréfte auf.
O AuslenkungDl einer Feder

°
O entsprechende Federkraft in vertikaler Richtung

°
O Kraftebilanz

°
O Durch leichtes Vereinfachen erhalt man

°
® [ Osen der Gleichung:
O Das Skript ex06.m enthélt die Routinen bisektion und sekante. Damit und mit Matlabs
fzero-Funktion erhalt man jeweils das gleiche Ergebnis fir die Gleichgewichtslage:
® X4 =0.502888810812037 m
® Reduktion der Parameter
O Eine einfache Umformung ergibt

°
O Zur Abkirzung setzen wir
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°
und fihren eine "relative Lange" ein

°
Damit erhélt man die reduzierte Gleichung zu

[ ]

Die Parameterwerte aus b. und c. liefern
® a,=0.8175=,

beide fuhren auf dieselbe reduzierte Gleichung, also auch auf das gleiche Ergebnis fir y:
® y,=1.676296036040122

Die Gleichgewichtslage fiir c. erhalt man daher sofort aus
® Xy =Yg *1=1508666432436110
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Losung von Aufgabe 7

e Das Matlab-Skript ex07.m vollzieht die einzelnen Schritte explizit nach sohne Automatisierung durch
Schleifen und Abfragen,. Fir die Berechnung eines Schrittes benutzt es die Funktionen
sekantenSchritt und igiSchritt. Die Umsortierung wird jeweils per Hand anhand der mit zeigeWerte

ausgegebenen Funktionswerte vorgenommen:

o

O
O

® Die Kommentare im Skript erlautern jeweils die Grinde fur die Entscheidungen swelcher Schritt?
wie umsortieren?,. Die Ausgaben liefern die Entscheidungshilfen und dokumentieren den Fortschritt

a und b bilden das kleinste Intervall, das die Nullstelle umschliel3t «d.h. fea, und feb, haben

unterschiedliches Vorzeichen,
b ist der bessere Wert ¢|fsb,| < |fea,|,
c wird altes b

des Verfahrens:

O

fea, = 0.078901, feb, = -0.416722
x: 0.280000 0.107000 NaN
f: -0.416722 0.078901 NaN

1. Schritt

Sekantenschritt 0.134541, 0.912557
x: 0.134541 0.280000 0.107000

f: 0.912557 -0.416722 0.078901

2. Schritt

IQIschritt 0.125090, 0.990178
Bisektionsschritt  0.207270, -0.993709
x: 0.207270 0.134541 0.280000

f: -0.993709 0.912557 -0.416722

3. Schritt

IQIschritt 0.281375, -0.400795
Bisektionsschritt  0.170906, -0.418694
x: 0.134541 0.170906 0.134541

f: 0.912557 -0.418694 0.912557

4. Schritt

Sekantenschritt 0.159469, -0.012358
x: 0.134541 0.159469 0.170906

f: 0.912557 -0.012358 -0.418694

5. Schritt

IQlschritt 0.159125, 0.001166
x: 0.159469 0.159125 0.159469
f: -0.012358 0.001166 -0.012358

6. Schritt
Sekantenschritt 0.159155, -0.000002
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x: 0.159125 0.159155 0.159125
f: 0.001166 -0.000002 0.001166

Ergebnis: 0.159155

O im Bild:

® Man erkennt, dass die schnelleren Verfahren am Anfang etwas ziellos umherirren, dort hilft die
Bisektion weiter. Spater aber konvergieren sie sehr schnell.
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Losung von Aufgabe 8

e Kréftebilanz:
O An der Position ¢x, y, betragt die Auslenkung der 1. Feder

°
O die Ruckstellkraft ist also in horizontaler Richtung

°
O in vertikaler Richtung

°
O Bericksichtigt man analoge Beziehungen fir die 2. Feder sowie die Gewichtskraft der Masse,
erhalt man sofort das angegebene System fir die Kraftebilanz in horizontaler und vertikaler
Richtung.
® Bestimmen der L6sung mit dem Newton-Verfahren:
O Zunéchst muss die Jacobi-Matrix berechnet werden. Nach sorgféltiger Rechnung eund leichten
Zusammenfassungen, erhalt man

O Mit plotZeros verschafft man sich zunéchst einen Uberblick
°
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O und liest als Startwert ab:
e x0=[0;-0.4]
O Mit Hilfe der Funktion solveNewton aus der Vorlesung erhélt man sofort die Losung
e x =[0.0201; -0.4292]
O Alle Berechnungen kdnnen mit dem Matlab-Skript ex08b.m ausgefiihrt werden.
® [ Osungen bei hoher Vorspannung:

O Mit den neuen Werten erhélt man als Plot
°

O Man erkennt 3 Schnittpunkte auf der Symmetrieachse und je zwei Punkte auf der linken und
rechten Seite, aufgrund der Symmetrig <L, spiegelbildlich angeordnet.
O Ablesen der Startwerte sunter Zuhilfenahme der Lupe des Matlab-Plots, liefert auf der y-Achse
die Ergebnisse
e yl =-0.4985, y2 =0.1346, y3 =0.2501
O Mit dem Startwert
e x04 =[0.45; 0.10]
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O bekommt man auch den oberen der seitlichen Punkte bei
® x =[0.4543; 0.1050]

O Der untere Punkt setwa bei [0.3; 0.02], wiedersetzt sich hartnackig: Das Newton-Verfahren
konvergiert regelmaRig gegen einen der anderen Werte, wie dicht man auch versucht, an den
Wert zu kommen setwa durch héher aufgeldste Plots,. Geht man zurtick in die Formel fur die
Kréfte, wird die Ursache klar: Die Position liegt genau auf dem Fu3punkt der 2. Feder, sie hat
dann die Lange 0. Dadurch wird der Richtungsvektor undefiniert, die Funktion liefert in Matlab
den Wert NaN.

O Um zu verstehen, wieso im Plot falsche Nullstellen auftreten, untersuchen wir die kritische
Stelle 0.3, 0.0, genauer und plotten drei Kurven fiiuad F;, jeweils fur x = 0.29, 0.30 und

0.31, und variables y:

[ ]
Die y-Komponente der Kraft ist hier unstetig!

O Physikalisch ist klar, dass hier keine Gleichgewichtsposition zu finden ist: Die Federn liegen
horizontal, sie kdnnen die vertikale Gewichtskraft nicht ausgleichen. Abgesehen davon: Mit der
Lange 0 hat man sicher den Linearitatsbereich jeder realen Feder verlassen!

O Alle Rechnungen kdnnen mit ex08c.m nachvollzogen werden.
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Losung von Aufgabe 9

1. Interpolationspolynom:
® FUr N =5 liefert die allgemeine Formel

o

o die konkrete Version
o)

® Einsetzen der Werte ergibt dann snach endlichem Rechnen,

(@)

® \Wem die Rechnung zu lang ist soder wer keinen symbolischen Rechner hat,, der kann
stattdessen auch das Gleichungssystem mit der Vandermonde-Matrix I6sen:

o}
e liefert das gleiche Ergebnis snumerisch natirlich,.
2. Spline-Interpolationsfunktionen:
® Gesucht sind die Polynomeg PP,, P3, P, auf den entsprechenden vier Intervallen.

® Als erstes werden die Intervallbreiteptiestimmt, sie sind hier
o hj=1i=1..4
® Die Formel fur die Steigungen

o)
e vereinfacht sich dann zu

o)
® also konkret
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o)
Far natirliche Splines kommen noch die Gleichungen

o
dazu, konkret also

o)
Diese 5 Gleichungen lassen sich mit Matlab schnell I6sen, man erhalt als Steigungen
O M; =[1.5536, -0.1071, -1.1250, 1.6071, 3.6964]

Dies in die Formel

o
eingesetzt liefert

o

Analog hat man fiir not-a-knot-Splines die zusatzlichen Gleichungen
o}

konkret

o)
Damit erhalt man die Steigungen
O M; =[3.0833-0.5417 -0.9167 1.2083 5.0833]

und die Polynome
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o

e graphische Darstellung der Interpolationsfunktionen

der nattrliche Spline lauft an den Randern geradlinig aus
Polynom 4. Ordnung, und not-a-knot-Spline «2x 3. Ordnung, sind kaum zu unterscheiden
Reproduktion aller Ergebnisse mit dem Matlab-Skript ex09.m

O O O O
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Ldsung von Aufgabe 10

e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex10.m ausgefiihrt werden.
® Ergebnisse:

o}
O cp-Wert bei 15 °C ein kJ/*kg K:
°

linear | Polynom | Spline

4.1795| 4.1735 | 4.1703

e F{r den Plot braucht die lineare Interpolation nicht berechnet zu werden, da Matlabs Plotfunktion die
Punkte selbst durch Strecken verbindet.

e Die Koeffizienten des Interpolationspolynoms sind sehr unterschiedlich grof3, insbesondere sind die
Koeffizienten der héchsten Potenzen sehr klein gegen die anderen. Matlab gibt hier eine Warnung
aus, dass das Polynom schlecht konditioniert ist.
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Losung von Aufgabe 11

1. Aufstellen des Gleichungssystems:
® Die Systemmatrix ist die Vandermonde-Matrix

)
® die rechte Seite ist einfach

o
2. QR-Zerlegung:
® 1. Schritt

o}
® 2. Schritt
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o)
® 3. Schritt
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o}
3. Losen der Normalengleichung
® rechte Seite

o
® zu losendes System also

o)
® Ruckwartssubstitution liefert

o)
® Das Ausgleichspolynom ist daher

o
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e graphische Darstellung der Ausgleichskurve

o)
O Reproduktion aller Ergebnisse mit dem Matlab-Skript ex11.m
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Ldsung von Aufgabe 12
e Alle numerischen Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex12.m ausgefiihrt werden.

® Ausgleichskurven:
O Ergebnis

°
O Bewertung der Kurven
e Die 8. Ordnung schwingt zu stark.
e 1.und 2. Ordnung geben die generelle Tendenz nicht wider
® Tendenz der 3. Ordnung bei t > 70 °C sieht falsch aus
® 4. Ordnung passt gut und schwingt nicht - optimal.
® Ausgleichspolynom fir gewichtete Daten:
O Da Matlabs polyfit-Funktion nicht mit gewichteten Daten umgehen kann, muss das
Ausgleichsverfahren durchgefihrt werden.
O Matrix und rechte Seite des linearen Gleichungssystems erhalt man aus

[ ]
O Hat man in Matlab die Werte in Spaltenvektoren t, cp und sigma gespeichert, kann man die
Systemgrof3en berechnen durch
® sigma4Mat = sigma*onesel, 5,;
A4 = [oneselengthet,,1,, t, t.72, t.73, t.~]./sigma4Mat;
b = cp./sigma;
O Die Losung des Ausgleichssystems erhalt man mit
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® a4 =A4€b;
O Fur ein Matlab-Polynom muss man die Reihenfolge umdrehen eerster Koeffizient in Matlab =
héchste Potenz,
® polydb = a45:-1:1;
O Mit polyval erhalt man somit die Werte fir den Plot

[ ]
O Vergleich a/b
® Die Werte bei 30 °C und 40 °C haben einen deutlich groéReren Messfehler, sie werden als
"Ausrei3er" weniger stark berticksichtigt. Die Ausgleichskurve verlauft daher tiefer, dichter
an den anderen Punkten.
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Losung von Aufgabe 13

e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex13.m ausgefiihrt werden.
® Die Messungen erfolgen im Zeitabstdbid= 1 ms, die Nyquist-Frequenz ist also

o)
® Relevante Frequenzanteile au3er Rauschen scheinen ab etwa 300 Hz nicht mehr aufzutreten. Zur

genaueren Kontrolle wird der obere Frequenzbereich zusammen mit den Stérfrequenzen und den
Kandidaten fur Aliasfrequenzen vergrol3ert dargestellt

o)
® Hdochstens bei der mdglichen Aliasfrequenz 287 Hz ist eine Spitze zu erkennen, die aber genauso gut

auch vom Rauschen herriihren kann.
® Wie sich das Aliasing der htheren Rauschfrequenzen auswirkt, ist nicht unmittelbar klar, aber
vermutlich sind die "gespiegelten” Anteile in den allgemeinen "Rauschteppich” eingegangen.
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Ldsung von Aufgabe 14

1. Berechnung der Ortskurve:
® Der Cosinussatz fur das Dreieck OPQ liefert

o)
® Nach x auflose®

o}
® Negatives Vorzeichen entfallt wegen> |1, x > 0. Einfihren vomh ergibt

o}

® Gleichmafige Umdrehung heisst
o f=wt

® also

o}
® Die Parameter,l undw spielen fur die Form von Ortskurve und Spektrum keine entscheidende
Rolle:
O |, skaliert sbei festem Schubstangenverhaltniediglich xst,, ist also fir alle
Fourierkoeffizienten ein gemeinsamer Faktor;

O w tritt nur als Faktor von t auf, gibt also die Grundfrequenz vor und streckt das Spektrum,
ohne seine Form zu beeinflussen.

® Im Weiteren werden sie fest gewéhlt zu
@] |2 =1
O w=2pealsoT=1,

® Plot
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o}
2. Bestimmung des Spektrums:
® Zunachst werde mit grof3en Werten flr T und N gerechnet, um eine méglichst genaue
Darstellung zu erhalten:
o T=100;
O N =4096;
® Die zugehorige Nyquistfrequenz igj £ 20.475
® Um den interessanten Teil des Plots hervorzuheben, wird nur bis zur Frequenz f = 10 geplottet
und die Skalierung von F so gewéhlt, dass der hochste Peak nach dem ealles tiberragenden,
Mittelwert F+0, gut zu sehen ist. Man erhalt
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o)
e Verkleinert man N auf 1024, ist die Nyquist-Frequenz nur nqch 6.115, die Oberwelle bei f
= 6 ist jetzt als Peak bei & f- f = 4.230 zu sehen «Aliasing,.

o

e Verkleinert man T, verringert man damit die Frequenzauflésung, so dass sich die Peaks
verbreitern. Ein groRes N nitzt hier nichts, sondern bewirkt aufgrund des groféerfs nur,

dass auch ¢hier nicht vorkommende, sehr hohe Frequenzanteile noch aufgeldst werden.
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o)
® Der kleinstmogliche Wert fur T ist natrlich T = 1, eine Schwingung.

(@)

e Reproduktion aller Ergebnisse mit dem Matlab-Skript ex14.m

=
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Losung von Aufgabe 15

Alle Berechnungen kdénnen mit dem Matlab-Skript ex15.m ausgeftihrt werden.

Die Hilfsroutine diagonalfehler berechnet den Felljesie ist hier knapp lber eine anonyme

Funktion definiert.

Das QR-Verfahren braucht 11 Schritte, mit vorheriger Transformation in Hessenbergform nur 6
Schritte. Das Verfahren mit Shift bendtigt 21 Schritte! Verfolgt man hier die Zwischenergebnisse fir
D, stellt man fest, dass die untere Zeile und rechte Spalte sehr schnell snach drei Schritten, diagonal
werden. Anschlie3end geht es aber nur langsam voran. Dieses Verhalten legt nahe, dass man das
Verfahren verbessern kann, indem man einen anderen Diagonalwewéinlt, sobald eine

Zeile/Spalte nahezu diagonal wird.

Die Reihenfolge der Diagonalelemente ist bei jedem Verfahren verschieden, demzufolge sind auch
die Spalten von U <Eigenvektoren, entsprechend vertauscht. Aul3erdem kénnen einzelne
Eigenvektoren noch einen zusétzlichen Faktor -1 haben.
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Losung von Aufgabe 16

e Alle Berechnungen und Zeichnungen kdnnen mit dem Matlab-Skript ex16.m ausgeflihrt werden.
® Die Massen- und die Steifigkeitsmatrix definieren das verallgemeinerte Eigenwertproblem, das in
Matlab mit
O [U, D] = eigeC,M,;
e sofort gelést werden kann.
e Die Eigenwerte dauf der Diagonalen von D sind die Wentg?, die Eigenfrequenzen £rhéalt man

dann als

o)
® Fiur gewohnlich sortiert man die Eigenwerte der Grofl3e nach, bei Schwingungsproblemen beginnend
mit dem kleinsten. Die ersten sniederfrequenten, Schwingungen lassen sich in der Regel leichter
anregen und sind daher in der Praxis am bedeutendsten.
® Die Eigenvektoren sind jeweils die Spalten von U, der 1. Eigenvektor szur Eigenfrequenz f

0.0670 Hz, ist also

o)
e Gemal’ der Definition der Komponenten ihedeutet dies folgende Verschiebungsvektoren fir die
vier Knoten:

0
® Zeichnet man diese Vektoren direkt an die Knoten, erhélt man eine gute Vorstellung von der Form
der 1. Eigenschwingung

e}
® bzw. analog von der 2. Eigenschwingung zur Frequenz.0984 Hz
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o}
® Statt selbst zu zeichnen, kann man das auch Matlab erledigen lassen. Dies erledigt hier die Routine
plotModeexe, in folgender Weise
O X0 enthalt die x- und y-Koordinaten der 6 Punkte *1 - 4 beweglich, 5 und 6 fest,.
O Alst eine symmetrische 6x6-Matrix mit Eintragen O und 1. Dabei bedgutetladass die
Punkte i und j durch eine Feder verbunden sind.
O Die Massen werden einfach als kleine Kreise geplottet.

O In einer Schleife Giber die Elemente von A werden die Federn als Verbindungsstrecken der
Punkte gezeichnet.

O Die Vektoren werden mit der Funktion quiver erzeugt. Diese enthélt fir jeden Vektor x- und
y-Koordinate des Angriffspunktes eaus x0, und x- und y-Koordinate des Vektors selbst «in xe,.
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Losung von Aufgabe 17

e Die Aufgabe lasst sich mit etwas Handarbeit erledigen, indem man den Integranden und die
Berechnung der Simpson-Naherungeruhd I, jeweils als Matlab-Funktionen definiert und per

Hand iteriert.
O Man erhalt folgende Schritte:

| =0.400, r = 4.00®
| =0.400, r = 2.20®
| =0.400, r = 1.30®
| =0.400, r = 0.85®
| =0.850, r = 1.30®
=0.850,r=1.07®
=1.075,r=1.30®
=1.300, r=2.20®
=1.300, r=1.75®
=1.300, r=1.52®
[=1.525,r=1.75®
=1.750, r = 2.20®
=1.750,r=1.97®
|=1.975,1r=2.20®
| =2.200, r = 4.00®
| =2.200, r = 3.10®
| =3.100, r = 4.00®

11 =2.7244, 12 = 1.4803 halbieren
11 =-0.2736, 12 = -1.1846 halbieren
11 =-0.6431, 12 = -0.3510 halbieren
11 =0.0275, 12 =0.0273 ok

11 =-0.3786, 12 = -0.3995 halbieren
11 =-0.1988, 12 = -0.1996 ok

11 =-0.2007, 12 = -0.2001 ok

11 =-0.5415, 12 = 0.1617 halbieren
11 =0.1498, 12 = 0.0699 halbieren
11 =0.1156, 12 =0.1137 ok

11 =-0.0457, 12 =-0.0435 ok

11 =0.0120, 12 =-0.0064 halbieren
11 =-0.1296, 12 = -0.1302 ok
11=0.1232,12 =0.1230 ok

11 =1.7540, 12 = 1.7764 halbieren
11 =0.8764, 12 = 0.8839 ok

11 =0.9000, 12 = 0.9000 ok

O benutzte x-Werte sind also

e 0.400 0.850 1.075 1.300 1.525 1.750 1.975 2.200 3.100 4.000

O im Bild
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([
O FuUr das Integral ergibt sich damit
® | » 1.4750 egenauer Wert: 1.4738,

e Mit etwas mehr Matlab-Programmierung lasst sich das Problem sehr schnell und elegant durch
Rekursion losen:

O Funktion simpson_adapt berechnet die beiden Integrale smit einem Schritt bzw. zwei halben
Schritten,.

O lIst die Genauigkeit erreicht, gibt es das sextrapolierte, Ergebnis zurlck.
O Sonst teilt es das Intervall in zwei Halften, ruft sich selbst zur Berechnung der Teilstiicke auf
und addiert die beiden Teilergebnisse.

® Als Matlab-Code:
o)

function | = simpson_adaptef, a, b, tol,
% berechnet das Integral mit adaptivem Simpsonverfahren

|1 = eb-a,/6 * «feq, + 4*feea+b,/2, + fob,;
12 = ob-a,/12 * ofeq, + 4*fee3*a+h,/4, + 2*feea+h,/2, ...
+ 4*feea+3*h,/4, + feb,,;

if absell - 12, < tol
| =16*12 - 11,/15;

else
c =ea+b,/2;
Il = simpson_adaptf, a, c, tol,;
Ir = simpson_adapt-f, c, b, tol,;
I=1l+Ir

end

e Achtung: Bei numerischen Problemen mit dem Integral etwa einem Pol, kann die Funktion in eine
Endlosschleife geraten!

® Mit einem solchen rekursiven Verfahren lassen sich auch die Endpunkte bequem sammeln sowie alle
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Zwischenergebnisse ausgeben.
® Das Matlab-Skript ex17.m zeigt die komplette Lésung.

=
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Losung von Aufgabe 18
e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex18.m ausgefiihrt werden.

® Die gesuchten Werte erhalt man sofort, wenn man die Flachen unter den K@&venuid 3® 4
kennt. Aus der Adiabatengleichung erhéalt man die zugehdérige Funktion

o}
Die Konstante erhalt man, indem man einen bekannten Wert einsetzt, der auf der Kurve liegt, also
etwa *Vy, p1, oder V5, p,, fir die Kurve 1® 2. Beide Werte missen die gleiche Konstante
liefern! Damit kann man die beiden Kurven leicht als Matlab-Funktionen definieren und mit quad
integrieren.

® Die Kurve 3® 4 wird durch die angegebene Funktion ersetzt. Dabei ist zu beachten, dass man in

p+V, die Hilfsfunktion yex, als Funktion von V schreiben muss, also yexsV,,. Mit der notwendigen
Sorgfalt beim Einsatz von punktweisen Operationen ist psV, damit schnell hingeschrieben.
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Ldsung von Aufgabe 19

e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex19.m ausgefiihrt werden.

® Zunachst muss die Differentialgleichung - wie oben beschrieben - in die Grundform gebracht werden.
Die Funktion f kann dann z. B. definiert werden durch

O omega = 8.0;
f=@-st,y, [y*2,; -omega2*ysl];

® Die einzelnen Formeln des Algorithmus lassen sich direkt nach Matlab Gbertragen, wenn man noch
die Betrage bei Vektoren durch die norme -Funktion ersetzt.

e Alternativ zur Handarbeit kdnnen die einzelnen Zeitschritte bis zum Uberschreiten der Endzeit
bequem in einer while-Schleife durchlaufen werden. Dabei werden die anfallenden Ergebnisse
«Zeiten und y-Werte, zur spateren Auswertung in Arrays tall und yall gesammelt.

e Man erhalt dann folgende Schritte:
o)

h t epslok

0.0058| 0.0058 0.000016 ok

0.0290 0.0348 0.000858 ok

0.1134| 0.1482 0.012329 ok

0.1822| 0.1482 0.218211 zu grpR

ok

0.1124] 0.260% 0.00914

0.1223| 0.260% 0.216630 zu grpR

0.0756| 0.3362 0.011586 ok

0.1241| 0.4603 0.047443 ok

6
8
9
1
2
0.1996| 0.2605% 0.222194 zu grpl3
0
6
3
1

0.1273) 0.5876 0.006711 ok

e Vergleich mit Matlabs ode23:
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o}
® Am auffalligsten ist die generell kleinere Schrittweite bei Matlab. Ursache ist die Beschrankung von
h auf maximal 1/10 des Zeitintervalls. Dadurch ist das Ergebnis insgesamt genauer als der Handcode,
aber auch genauer als gefordert. Durch Vergleich mit der bekannten Losung
O Xst, = cCOSW t,
® erhalt man leicht den tatsachlichen maximalen Fehler
O errMaxeHandcode, = 0.0962
O errMaxesMatlab, = 0.0089
® AuRRerdem wird bei Matlab die Endzeit genau erreicht, wahrend der Handcode dariber hinausschief3t.
Dies lasst sich durch eine Anpassung der Schrittweite am Ende leicht erreichen.
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Losung von Aufgabe 20
e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex20.m ausgefiihrt werden.

e ohne Tilger:
o Im Fall ohne Tilger vereinfacht sich die Bewegungsgleichung zu

°
O Die entsprechende Systemfunktion incl. aller Parameter ist schnell hingeschrieben:
e function dydt = fidet, y, m, b, ¢, F, Om,
% rechte Seite der DGL bei erzwungener Schwingung ohne Tilger
X = yo]_’;
V= yo21;
dydt = [v; *F*cossOm*t, - b*v - c*x,/m];
O Fur den Solver muss eine Hilfsfunktion eingefiihrt werden, die nur von t und y abh&ngt:
o fl = @-t)y, fldst,y,m1,bl,cl, F1, Om,;
O Dann kann mit dem Standardsolver ode45 das Problem sofort gelést werden:
® [t, y] = oded5ef1, [0 60], [0 O],;
x =ye:,1,; % Auslenkung
v = ye:,2,; % Geschwindigkeit
plotet, x,;
xlabele't [s]','FontSize',12,;
ylabels'x [m]','FontSize',12,;

O Der Plot zeigt, dass sich die Schwingung der Masse noch aufschaukelt, man muss fir die
Dauerschwingung also langer simulieren. RU=t600 s erhalt man
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O Aus dem Bild kann man die erreichte Amplitude ungefahr ablesen. Genauer geht es, indem man
die Daten aus der Simulation direkt verwendet. Dazu werden zun&chst die Werte nach t = 500 s
herausgefiltert, dann unter diesen das Maximum herausgesucht:

® index = findst >= 500,;
xSpaet = xeindex;;
amplitudeld = maxeabsexSpaet,,

O Man erhalt eine Amplitude von 7.0085 m. Bei genauerer Betrachtung stellt man Ubrigens fest,

dass die Amplitude immer noch - wenn auch nur leicht - ansteigt!
e mit Tilger:

O Im Fall mit Tilger hat man zwei Gleichungen jeweils zweiter Ordnung, man braucht also einen

Vektor mit insgesamt 4 Zustandsgrof3en. Am einfachsten definiert man

O Schreibt man die Matrix-Vektor-Multiplikationen komponentenweise aus, kann man die
Systemfunktion leicht hinschreiben:

O Eleganter und - spatestens bei groReren Systemen - Ubersichtlicher wird es, wenn man y in
Zweiervektoren zerlegt und die Matrizen stehen I&sst:
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([ J
O In Matlab lautet die entsprechende Funktion dann einfach
e function dydt = f2det, y, M, B, C, Fhat, Om,
% rechte Seite der DGL bei erzwungener Schwingung mit Tilger

X =yel:2,;
v =ye3:4,;
dx =v;

dv = inveM,*sFhat*coseOm?*t, - B*v - C*X;
dydt = [dx; dv];
O Das kann wieder leicht mit ode45 integriert werden, man erhalt

O Spatestens ab t = 100 s ist die Dauerschwingung erreicht. Wie oben erhalt man eine Amplitude
von 0.1413 m fur den Schwinger und von 0.9942 m flr den Tilger. Das Maximuraliger
Tilgerauslenkungen zeigt, dass er in der Einschwingphase bis auf 1.4287 m ausgelenkt wird.
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Losung von Aufgabe 21
e Alle Berechnungen kénnen mit dem Matlab-Skript ex21.m ausgefiihrt werden.

® 0de23t ohne Jacobimatrix
O Zur Implementierung der Differentialgleichung wird zunéchst die Systemfunktion fet, y, mu, mit
dem zusatzlichen Parameter mu definiert. In gewohnter Weise wird daraus die Funktion flst,y,
abgeleitet. Um die Ergebnisse der drei Lésungen einfacher vergleichen zu kénnen, wird dem
Solver statt des Zeitintervalls [0 te] ein ganzer Vektor 0:h:te mit Ausgabezeitpunkten tbergeben.
Man erhélt als Lésung

°
® 0de23t mit Jacobimatrix
O Die Jacobimatrix wird gemaf obiger Formel als Matrixfunktion Jet, y, mu, definiert, J1 hat den
festen Parameterwert fiir mu. Mit Hilfe der Optionsstruktur
® options = odesete'Jacobian’, J1,;
O wird sie dem Solver mitgeteilt. Der Unterschied zu den Ergebnisse aus a. ist mit 3.8e-9 deutlich
kleiner als die Genauigkeit des Solvers.
® mit eigenem Solver odeTrapez
O Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wird solveNewton.m verwendet.
O Damit ausgertistet kann das Trapezverfahren programmiert werden. Die nach yet+h,
aufzulésende Gleichung war ja

([
O Nennt man zur Ubersicht die gesuchte GréRe in x um, kann man die Gleichung schreiben als
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® mit der Funktion

°
O Die zugehorige Funktionalmatrix lasst sich bei bekannter Jacobimatrix J von f leicht berechnen,
sie ist

([ J
O Der Solver odeTrapezsf, tSpan, yO0, h, J, bendtigt neben den Ublichen Argumenten noch eine
feste Schrittweite h und die Funktion Jet,y, fir die Jacobimatrix von f. Er definiert in jedem
Zeitschritt die Hilfsfunktionen F und DF flr das Newtonverfahren und bestimmt mit
solveNewton den nachsten Wert von y. Alle Details findet man in odeTrapez.m .
O Plottet man die damit erhaltene Lésung, sieht man, dass die von odeTrapez erzeugte Losung
leicht hinterher hinkt

([
O Die Abweichungen an den Sprungstellen werden dadurch zunehmend groRRer
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Losung von Aufgabe 22

e Vergleich der Zeiten und Schrittzahlen

O Das Losen der Differentialgleichung sollte keine Probleme bereiten. Am bequemsten definiert
man sich eine Systemfunktion mit dem Skalenfaktor s als zusatzlichem Parameter:
e function dydt = f2det, y, s,
% Schwingungs-DGL 2d, Skalenfaktor s fur c2/b2 als Parameter
ml=5; m2=0.5
cl =10; c2 = s*1;
bl =0.1; b2 =s*0.1;
F1=1,
Om =1.414;
M = [m1, 0; 0, m2];
C =[cl1+c2,-c2;-c2,c2];
B = [b1+b2,-b2;-b2,b2];
Fhat = [F1; 0];
dydt = [y*3:4,; inveM,*Fhat*coseOm*t, - B*y*3:4, - C*ye1:2 ];
O und verwendet bei gegebenem Wert von s die entsprechende Funktion "mit eingesetztem s"
® s=1e2;
f= @-t,y, f2det,y,s,
O Die Rechenzeit bestimmt man mit
® tic; [t, y] = odeXYe...,; toc
O Die Zahl der Schritte ist einfach die Lange des Vektors t soder vy,
® nSteps = lengthet,

O Damit erhalt man folgende Ergebnisse:
([ J
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Skala | Solver| Zeit | nSteps

1.00e+00 ode45| 0.40 57

1.00e+01 ode45 0.05| 61

1.00e+02 ode45 0.01| 69

1.00e+03 ode45 0.09| 521

1.00e+04 ode45 0.80| 5289

1.00e+05 ode45 7.96| 53009

1.00e+06 ode45 111.61 53029

1.00e+00 odel1lB3 0.20| 27
1.00e+01 odell 0.01| 30
1.00e+02 odellB 0.02| 46
1.00e+03 odellB 0.09| 286
1.00e+04 odellB 0.92| 2793
1.00e+05 odel1l3 9.14| 2759p
1.00e+06 odellB 108.33 275570

1.00e+00 odel5s 0.38| 33

1.00e+01 odel5s 0.10| 39

1.00e+02 odel5s 0.02 45

1.00e+03 odel5s 0.02 42

1.00e+04 odel5s 0.02| 43

1.00e+05 odel5s 0.02 38

1.00e+06 odel5s 0.02| 36

O Die Solver ode45 und odel113 verhalten sich grundséatzlich gleich: Mit steiferer Feder nimmt die
Zahl der Schritte und die Rechenzeit sehr stark zu. Dabei braucht ode113 im Schnitt nur etwa
halb so viele Schritte, aber die gleiche Rechenzeit.

O odel5s dagegen verhalt sich wesentlich anders: Hier ist die Zahl der Schritte nahezu unabhéngig
von der Federsteifigkeit.

e Vorwarts- und Rickwartsrechnen

O Um die tatsachliche Genauigkeit der verschiedenen Solver zu bestimmen, rechnet man zunachst

bis zu t = 2 vorwarts:

e [t1, y1] = odeXY+@st,y, f2dst,y,s,, [0 2], [0 0 0 O];
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Der Wert des Zustandsvektors y1 am Endzeitpunidttyleend,:,. Diesen wahlt man als
Anfangswert und gibt dem Solver als Startzeit, 0 als Endzeit an:

® [t2, y2] = odeXY.@st,y, f2det,y,s,, [2 O], yleend,:,,;
Bei idealer Genauigkeit sollte der letzte Wert von y2 wieder mit dem Anfangswert [0 0 0 O]
Ubereinstimmen. Insbesondere ist der erhaltene Gesamtfehlgr fir x

e d = absey2¢end,1,

Fur die verschiedenen Werte der Skala s und Solver erhalt man
°

Skala | Solver| Fehler

1.00e+00 ode45| 3.65e-07

1.00e+01 ode45| 1.26e-06

1.00e+02 ode45| 1.74e+0

T

1.00e+03 ode4d5| 2.74e+1Y74

1.00e+04 ode45/ NaN

1.00e+05 ode45/ NaN

1.00e+06 ode45 NaN

1.00e+00 odellB 1.51e-04
1.00e+01 odellB 4.66e-09
1.00e+02 odellB3 2.43e+0P
1.00e+03 o0dellB 6.92e+1}3
1.00e+04 odellB NaN
1.00e+05 odell3 2.86e+2P8
1.00e+06 odell3 NaN

1.00e+00 odel5s 1.24e-04

1.00e+01 odel5s 6.63e-04

1.00e+02 odel5s 5.24e+0[L

1.00e+03 odel5s 1.50e+3p

1.00e+04 odel5s 4.05e-0]

1.00e+05 odel5s 4.49e-07

1.00e+06 odel5s 5.91e-043
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O Fdur kleines s klappt alles, aber schon bei s = 100 ist der Fehler riesig. Fr noch gré3ere Werte
explodiert die Losung und Uberschreitet den Zahlenbereich. Auch der Solver ode15s verhalt sich
prinzipiell ahnlich, bekommt aber flir sehr groRe s-Werte plétzlich wieder sinnvolle Resultate.
Um das seltsame Verhalten zu verstehen, werden seine Ergebnisse ¢hin und zurilick gerechnet,
geplottet:

O FlUrs=10istalles in Ordnung, beide Losungen liegen im Plot Ubereinander. Bei s = 100 wachst
die Rucklésung svon rechts nach links gelesen!, plétzlich stark an, bei s = 1000 explodiert sie
vollig. Versuche zeigen, dass auch eine erhéhte Genauigkeitsschranke *RelTol oder AbsToal, fur
die Solver nichts am prinzipiellen Verhalten &ndern.

O Die Ursache liegt in der Struktur der Differentialgleichung: Bei normaler Rechnung t wachst,
bewirkt der Reibungstermi3eine exponentielle Dampfung, es geht Energie verloren und das
System wiirde ohne auf3ere Anregung bald zur Ruhe kommen. In umgekehrter Richtung dagegen
*t® -t, wird durch diesen Term die Reibungsenergie dem System wieder zugefiihrt. Bei idealer
Genauigkeit sollte sich trotzdem der Anfangswert ergeben; leichte Abweichungen aber werden
durch diese Zufuhr stark angefacht, umso mehr, je gréf3er die Reibung ist. Dieses Problem lasst
sich auch durch héhere Genauigkeit nur sehr begrenzt beherrschen, die ansteigende e-Funktion
bringt selbst kleinste numerische Abweichungen schnell zur Explosion.

e Alle Berechnungen kdnnen einfach, aber miihsam durch mehrfache Wiederholung ahnlicher
Kommandos durchgefuhrt werden. Das Matlab-Skript ex22.m zeigt, wie man alle Aufgaben
geschickt automatisieren kann.
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