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Peter Junglas

Interaktive Simulationsprogramme zur Losung
der Schrodingergleichung

Quantenmechanik fiir Ingenieurstudenten

Die zunehmende Miniaturisierung technischer Strukturen erreicht inzwi-
schen Bereiche, in denen quantenmechanische Effekte eine Rolle spie-
len. Daher sind grundlegende Kenntnisse der Quantenmechanik auch fiir
Elektrotechnik- oder Maschinenbau-Ingenieure wichtig. Die Vermittlung
dieser Kenntnisse, z. B. im Rahmen einer Physik-Einfiihrungsveranstaltung,
hat aber einige didaktische Probleme zu iiberwinden: Quantenmechanik
ist abstrakt und haufig unanschaulich, die verwendete Mathematik liegt
weit jenseits des tiblichen Ingenieurkanons. Dariiberhinaus sind die meisten
Lehrbiicher mehr auf Anwendungen im Bereich der Physik oder Chemie
ausgerichtet, in denen es vor allem um Eigenwertprobleme geht, wihrend
in den Ingenieur-Anwendungen vor allem zeitabhéngige Probleme unter-
sucht werden.

In vielen Bereichen der Physik haben sich Simulationsprogramme, etwa
in Form von Java-Applets, als geeignetes Hilfsmittel zur Unterstiitzung
der Lehre erwiesen, um durch “virtuelles Experimentieren” komplizierte
Zusammenhénge zu vermitteln ([, [2]). Im Bereich der Quantenmecha-
nik sind solche Programme aber haufig auf eindimensionale Beispiele be-
schrénkt [3] oder nicht wirklich interaktiv [9]. Die im Folgenden vorgestell-
ten Programme ermoglichen dagegen die Losung der zweidimensionalen
zeitabhéngigen Schrodingergleichung “in Echtzeit” (d. h. als fliissig ablau-
fende Animation mit variablen Parametern) und konnen so an Erfahrungen
der Studenten bei der Simulation klassischer Wellen ankniipfen. Dies wur-
de neben der allgemeinen Zunahme der Rechnergeschwindigkeit vor allem
durch den Einsatz neuerer numerischer Verfahren ermoglicht, die anschlie-
fsend kurz skizzziert werden sollen.

Die Schrodingergleichung

Die Schrédingergleichung beschreibt die Zeitentwicklung der Wellenfunk-
tion ¢ (x,t) eines Teilchens im R™ in einem Potential V(x) durch

Hu (e, ) = 12, 1)
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mit dem Hamiltonoperator
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Zur Vereinfachung der Notation wurden hier die Einheiten so gewihlt,
dass die Teilchenmasse m = 1 und das reduzierte Plancksche Wirkungs-
quant h = 1 betragen. Die Simulationsprogramme arbeiten dagegen mit
SI-Einheiten.

Fiir eine Vielzahl physikalisch interessanter Potentiale kann man zeigen,
dass H selbstadjungiert ist. In diesem Fall ist die Zeitentwicklung von
gegeben durch die unitdre Transformation

H =

Y(,t) = e My(z, 0).

Gesucht sind nur Losungen aus Lo(R™) mit

lll? = / (o, )P = 1

Aufgrund der Unitaritit der Zeitentwicklung bleibt die Norm von 1) zeitlich
konstant. Fiir ein Gebiet B C R" interpretiert man dann

o) = [ ot P

als die Wahrscheinlichkeit, bei Messung das Teilchen in B zu finden. Dar-
iiberhinaus wird [|1||* als Verteilungsfunktion fiir alle Messgréfen verwen-
det.

Einsatz einiger Beispielapplets

Das erste Beispiel simuliert das Verhalten eines Gaufsschen Wellenpa-
kets in einem potentialfreien Kasten (s. Abb. [Ll). Anfangsort und -
geschwindigkeit sowie die Breite des Wellenpakets konnen vorgegeben wer-
den, angezeigt wird die zweidimensionale Verteilungsfunktion sowie der
Graph von v ldngs einer Schnittlinie, wahlweise als Real- oder Imaginér-
teil, Betrag oder Phase. Das Applet dient vor allem dazu, Konsequenzen
der Welleneigenschaften der Materie zu demonstrieren, kann aber auch gut
zur Erlauterung der Heisenbergschen Unscharferelation eingesetzt werden.
Dazu dienen folgende Experimente:
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e Ausgehend von einem ruhenden Wellenpaket beobachtet man die
Geschwindigkeit seines Zerflielens in Abhéngigkeit von seiner Breite.
Die Interpretation der Ergebnisse kann qualitativ bleiben (“Axz klein
— Av grok”), aber durch geeignete Messungen auch quantifiziert
werden.

e Mit den eingestellten Standardwerten lauft das Wellenpaket gegen
die rechte Wand und wird dort reflektiert. Dabei treten Interferenz-
Phinomene auf, die auf die Uberlagerung zwischen schnellen (reflek-
tierten) und langsamen (noch einlaufenden) Teilen der Wellenfunk-
tion zuriickgehen.

Das zweite Applet zeigt das Verhalten eines Gaufsschen Wellenpakets im
Potential eines radialsymmetrischen harmonischen Oszillators. Abgesehen
vom Pulsieren der Breite des Pakets verlauft die Bewegung - genau wie
bei einem klassischen zweidimensionalen Oszillator - in Ellipsenform bzw.
(bei speziellen Anfangsbedingungen) als einfache harmonische Schwin-
gung. Dieses Phanomen ist fiir Studenten - nach all den vorher erlauterten
Wundern der Quantenmechanik - recht unerwartet und macht deutlich,
dass man nicht alle klassischen Erwartungen iiber Bord werden darf. Mit
geeigneten Anfangswerten kann man auch den Grundzustand des Oszil-
lators einstellen, den man an der Konstanz von |¢(t, z)|* bei sich linear
andernder Phase erkennt.

Das letzte Beispiel (Abb. [IZ) erlaubt die Uberlagerung von Energie-
Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators. Dazu konnen beliebige
(komplexe) Koeffizienten fiir die ersten 10 x-Moden vorgegeben werden.
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Mit geeigneten Anfangswerten kann man so die eindimensionalen Bewe-
gungsformen aus dem vorigen Beispiel gut reproduzieren. Dies macht vor
allem klar, wie die zeitabhéngige Losung der Schrodingergleichung und die
ibliche Spektralanalyse zu identischen Ergebnissen kommen.

Losung der Schrodingergleichung

Zur numerischen Losung diskretisiert man die Schrédingergleichung und
betrachtet ¢y, auf dem Gitterpunkt (kAz, [Ax) zur Zeit nAt. Néhert man
die Zeitentwicklung durch

e HAL o1 _ JHAL

und ersetzt die zweiten Ortsableitungen durch zentrale Differenzen

8277/} 1 n n n
G~ (Aay (Pl = 200+ 0l
9% L

1 — W (¢Z,l+1 — 20, + ¢Z,l—1) :

erhélt man ein explizites Losungsschema
" = (1 — iAtH) ",

Dieses Verfahren ist allerdings nur fiir sehr kleine Werte von At stabil
und nicht unitér, d.h. die Norm von v dndert sich. Das verbreitete Crank-
Nicolson-Verfahren [6] geht von der Pade-Approximation der Exponenti-
alfunktion aus und liefert ein implizites Schema, das unitdr und unein-
geschrankt stabil ist. Das sich ergebende lineare Gleichungssystem ist fiir
eine Raumdimension tridiagonal und damit gut losbar. Bei héheren Di-
mensionen nimmt der Aufwand allerdings enorm zu.

Wesentlich schneller ist das von DeRaedt und Michielsen [7] verwendete
Verfahren, das ausgeht von folgender Beobachtung von Suzuki [8]: Hat man
eine additive Zerlegung des Hamiltonoperators, liefert die Trotter-Formel

e—iHAt — e—i(Hl-i-Hz)Aﬁ — e—iHlAte—inAﬁ + O((At)Q)

Damit erhélt man zunéchst eine Naherung 1. Ordnung fiir die Zeitentwick-

lung
Ul(At) - e—iHlAte—iHQAt

Daraus lasst sich leicht eine Néaherung 2. Ordnung

Uy (At) .= UT GAt) U, (%At)
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sowie schlieklich 4. Ordnung gewinnen:
U4(At) = U2 (pAt) UQ(pAt) UQ((l — 4]9)At) UQ(pAt) UQ(pAt)
1

4-v/4

Man diskretisiert nun zunéchst H in 4. Ordnung in Az. Dann zerlegt man
es geschickt in Summanden H;, fiir die sich jeweils die Exponentialfunktio-
nen explizit berechnen lassen und deren Produkt das U;(At) ergibt. Mit
Suzuki’s Formeln erhélt man daraus eine Naherung in 4. Ordnung in At.
Die Vorgehensweise bei der Zerlegung soll kurz an einem eindimensionalen

Beispiel demonstriert werden: Mit Hilfe der Gitterbasisvektoren (e;)r = ik
kann der Zustandsvektor auf dem Gitter geschrieben werden als

= e
Die zweite Ableitung liefert Anteile in H der Form
Hot) = Y (i1 — 205 + i)

wobel p =

Definiert man Verschiebeoperatoren
Riey = Oirerr1,  Liey = diper—1,
lautet der Operator
Ho =) (Rk—2-1+Ly)
k

Die Operatoren { L} kommutieren nicht untereinander, wohl aber { Loy 1}
sowie { Lot }. Ausgehend von der Zerlegung

> Li=) Lo+ Y Lo =H;+H,
k k k

konnen die einzelnen Exponentialfaktoren damit leicht berechnet werden:

e’iHlAt — H e’iLgkAﬁ

k

Dieses Verfahren ist unitdr und uneingeschréankt stabil sowie sehr genau
(4. Ordnung in Az und At). Auferdem ist es aber auch explizit und damit
so schnell, dass seine Implementierung als Java-Applet (halbwegs) fliissige
Simulationen liefert.
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Ausblick

Um weitere wichtige Beispiele simulieren zu kénnen - z. B. frei ein- und
auslaufende Teilchen fiir Streuexperimente, Doppelspaltversuch oder Tun-
neleffekt -, miissen Reflexionen am Rand ausgeschaltet werden. Das erfor-
dert statt der einfachen Dirichletschen Randbedingungen absorbierende
Schichten [I] und soll in einer zukiinftigen Version implementiert werden.

Die hier vorgestellten Simulationsprogramme sind im Rahmen des PhysBeans-
Projekts [5] entstanden. Sie sind unter den tiblichen Open-Source-Bedingungen
frei verfiigbhar.
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